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reponse , vori Fallérion 

Greifswald, November 3 

Dear Deligne, 

ofter our meeting at moscou I have realised 

that it’s possible to change Fobtings proof in orser 

To oltain some estimate for the number of 

national points.Let X de a poper and smooth arve 

over number field K, g>1, Pe x(K). Consider an alelien 

Variety Ap = Jac (Xp), Where Xp is a ramified (in P) 

cove ring of our arve X.The # {Ap ;Pe X (X) mool 

isogenies can be bounded, if You use an effective 

version of chebotarev's density theorem (sen Senn's 
paper in Public.Math. Ines). If T = Ap, P E x/ K) and 

all Ap are ingenious the by Faltings there exists 

a st M of primes (shich dependo only on X and 
effectively competable) s.th. h (Ap) = h (A a) if there 

exists an isogeny f:Ap- AQ With (des f, M) = 1. 

From the definition of h (A) we get for alle 

isogenies f: Ap AQ : h (AQ) < P Ce H (-Ap) 

(for exponetial height if des f = P l n(l).There constants 

Cl = Cl (x) are also can be witter explicithy.(to) 

prove this You must decompose f a s product of an 

trogeny of degue , prime with to and of isogesies with elemen 
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tary kernels of p (element ligrougs). The net step is 

that the function h (P) = h ( Ap) is equivalent to 

some Weil- height on the cerve X .Nous apply 
Manuford's estimate for the grousth of heights 

one the cerves of g v 1 (Amer. J.Math . 1965) 

h( P) v C1C2h 

if you orsder all P E X(K) as Pn with H (Pn+1) v h (Pn) 
In this estimate the constants c1,2 are comptable if 

YOU KNOWN ONE RATIONAL POINT PO ON X. MORE 

of that it is possible to do all estimates not 

only in principal comptable but to give then in as 

explicity way (arakelov's intersection they is very 
uszefull here) . v requis 

Zarhin have found also some intersting additions to 

Falling paper . one of then relate with te prof of 
Take's conjecture about homomorphisms; He mentioned that 

only in principal comptable but to give then in as 
explicity way (arakelov's intersection they is very 
Take's conjecture about homomorphisms; He mentioned that 

In this estimate the constants c1,2 are comptable if 
uszefull here) . v requis 

Falling paper . one of then relate with te prof of 



(for Uspekhi) of Fallings prof and all related results, 

So it would be usefull to give ther Your proof 

of the finishness for the monodromy (many peoples 

are interresting in it very much). Do You permit 

us to do this ? 

Also i could not understand one place in fellings 

preprint , where he gives an estimak for non-archi 

median part of height (p10) ( a construction of z 
scheme Z). If You known some details we would 

be very thankfull to get them. 

Sincerely Yours 
Augustine 

( A. Pershin) 
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Dear Szpiero! 

I think I sould tell you that in the last days I have 

proven the Mordell _ conjonctive. Yhe method is an extension 
of my Obermilfach talk and procedes voughny as follous 
(the detruits will be in the paper I shall send to you soo): 

We prove, that there are only finishly many isom. classes of 
principally polarised abelian vatieties with bad reductgion 
only at a finish set of places. We already know that this 

is true up to isogeny. So we fix one A, and consindes only 
B's insogeneves to A. For any prime l the $-lattice 
Tz(B) v te (B) oZ Qz Ta(A) oZ Qe falls in only finishly 

many isom_classes, and it is seen that the l-adic 

valuation of exp (2[K:@] (h(B)_h(A)) (eQ*) 
is bouynded. 
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INTRODUCTION 

Ce Séminaire, qui sfest tenu à l'E.N.S, rue d'Ulm, en 1983-1984, est centré sur 

la démonstration par G. Faltings de la conjecture de Mordell : une courbe lisse, 

projective, géométriquement connexe, de genre au moins deux sur un corps de nom

bres n!a qu'un nombre fini de points rationnels sur ce corps. 

Le lecteur qui veut se faire une idée rapide de cette démonstration lira d'a

bord l'article original de G. Faltings (Inventiones Vol.73, Fasc. 3 (1983)3 ou 

les deux exposés au Séminaire Bourbaki de novembre 1983 sur ce sujet (n°619 par 

L. Szpiro et n°616 par P. Deligne). La conjecture de Mordell est démontrée une 

première fois dans ce volume dans l'exposé X §1,(Corollaire du Théorème 1). La 

seconde démonstration, plus "effective", se trouve dans l'exposé XI §2. 

Cette dernière démonstration est une relecture astucieuse par Parshin de la pre

mière due à G. Faltings. 

Les raisons d'être de ce séminaire sont : 

a) de donner une version plus complète que les seize pages imprimées de G. Faltings 

ou les quarante pages frappées du Séminaire Bourbaki (notons que G. Faltings, 

G. Mistholz et ait. ont publié leur séminaire de Bonn sur ce sujet : "Rational 

points", Vieweg 1984, 268p.) 

b) d'apporter des éléments nouveaux, surtout d'effectivité, que nous signalons plus 

bas dans l'analyse détaillée de chaque exposé (exposés V, VII, XI). 

La preuve par G. Faltings de la conjecture de Mordell est organisée autour de 

quatre "gadgets" : la hauteur modulaire, les isogénies et la conjecture de Tate, 

la conjecture de Shafarevich, la construction de Kodaira-Parshin. Le "grain de sel" 

de Parshin utilise en plus la théorie des intersections d'Arakelov. Nous analysons 

ci-dessous les exposés autour de ces cinq thèmes. 

Thème 1 : La hauteur modulaire : (exposés I, IV, V). 

Dans l'exposé I, nous introduisons l'idée d'Arakelov : mettre des métriques 

hermitiennes à l'infini sur les fibres inversibles permet de définir la hauteur 

d'un point rationnel d'un point de vue géométrique (Corollaire de la Prop. 1.1 

et introduction du §3). Nous montrons d'abord comment ce point de vue permet de 

penser géométriquement les éléments de la théorie géométrique des nombres de 

Hermite et Minkowski. En particulier, le théorème 1.4 (Hermite) : "l'ensemble des 

corps de nombre de degré et de ramification donnés est fini" est d'un usage 

constant dans ces pages. (On peut le voir comme "la conjecture de Shafarevich pour 

les morphismes finis"). Nous introduisons ensuite la hauteur modulaire d'une 

variété abélienne sur un corps de nombres (§3.3 Déf.2). Puis nous montrons que 
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pour une famille semi-stable de variétés abéliennes, sur une base normale et 

de caractéristique zéro, la hauteur modulaire est à "singularités logarithmiques" 

(Th.3.2). 

Le Théorème 3.11 (Northcott avec singularités logarithmiques) exprime qu'un 

faisceau ample muni de métriques à singularités logarithmiques permet de définir 

une hauteur qui satisfasse aux énoncés de finitude habituels. 

Pour montrer que l'ensemble des variétés abéliennes polarisées de dimension 

donnée, de hauteur modulaire bornée, sur un corps de nombres de degré donné, est 

fini - ce qui est le but de ce thème - il faut réussir à voir la hauteur modulaire 

comme une hauteur sur une compactification du schéma des variétés abéliennes 

polarisées, associée à un faisceau ample. C'est ce qui est fait succintement aux 

exposés IV et V. 

Dans l'exposé IV de P. Deligne, est montré le "lemme de Gabber" : quitte à 

accepter des espaces algébriques à la place des schémas, on a une famille de 

variétés semi-abéliennes (i.e une extension de variété abélienne par un tore) 

sur un éclaté d'une compactification du module des variétés abéliennes. La hauteur 

modulaire peut donc être vue comme associée à une métrique - à singularités 

logarithmiques - sur la puissance extérieure maximale de l'image directe des 

différentielles relatives. 

Dans l'exposé V de L. Moret-Bailly, est montrée l'amplitude du faisceau inver

sible cité plus haut, sur une compactification à la Mumford via les groupes thêta. 

On en déduit bien sûr le Théorème de finitude pour la hauteur modulaire indiqué 

plus haut (Théorème 1.3). Il est à noter que L. Moret-Bailly a obtenu de cette 

façon la première démonstration complète du Théorème ci-dessus. 

Thème 2 : Isogénies et conjecture de Tate (exposés VI, VII, VIII) 

Dans l'exposé VIII, M. Flexor explique les arguments de Zarhin et Tate qui 

réduisent la conjecture de Tate à montrer que dans une classe d'isogénies sur un 

corps de nombres il n'y a qu'un nombre fini de variétés abéliennes. La conjecture 

de Tate dit que les G-endomorphismes du premier groupe d'homologie £-adique 

d'une variété abélienne sont ceux de la variété abélienne sur K quitte à 

tensoriser par 7L^ (G est le groupe de Galois de la clôture algébrique K de 

K, sur K). On montre aussi par la même occasion que la représentation de G dans 

ce groupe d'homologie est semi-simple sur . Pour montrer la finitude d'une 

classe de K-isogénies(Th.2), on veut bien entendu utiliser le Théorème de 

finitude pour la hauteur modulaire cité plus haut. C'est ce qui est fait dans 

l'exposé VI. 
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Dans l'exposé VII M. Raynaud montre que la variation de la hauteur modulaire 

dans une classe dfisogénies est effectivement bornée (Théorème 4.4.9). Ce résultat 

est plus fin que celui de G. Faltings. Il utilise les résultats de M. Raynaud 

sur les groupes de type (p,...,p) appliqués aux groupes de Barsotti-Tate tronqués 

plutôt qu'aux groupes p-divisibles. 

Dans l'exposé VI de L. Illusie (d'après A. Grothendieck), on montre le théorème 

d'existence de prolongements infinitésimaux des groupes de Barsotti-Tate 

tronqués qui est utilisé dans l'exposé VIIde M. Raynaud. 

Thème 3 : La conjecture de Shafarevich (exposés IX et X) 

Dans l'exposé IX de P. Deligne, on trouvera, sous sa forme la plus effective, 

le merveilleux argument de G. Faltings prouvant qu'il n'y a qu'un nombre fini de 

classes de K-isogénies de variétés abéliennes de dimension et mauvaise réduction 

fixées (Corollaire de Théorème 1). 

Comme on l'a vu plus haut chaque classe d'isogénies ne contient qu'un nombre fini 

de classes d'isomorphismes.Qn obtient ainsi la preuve de la conjecture de 

Shafarevich (Théorème 0 dans l'exposé X) : "Soit K un corps de nombres, S un 

ensemble fini de places de K , g un entier, l'ensemble des classes de 

K-isomorphismes de variétés abéliennes sur K de dimension g et ayant bonne ré

duction en dehors de S , est fini". 

On en déduit, bien sûr, par le théorème de Torelli, la conjecture originale 

de Shafarevich : "Soient K , S , g£1 comme plus haut, alors l'ensemble des 

classes de K-isomorphismes de courbes projectives, lisses sur K , géométrique

ment connexes et de genre g, est fini". 

Thème 4 : La construction de Kodaira-Parshin (exposé X) 

Dans l'exposé X, M. Martin-Deschamps explique la construction de Kodaira-Parshin 

qui permet de déduire la conjecture de Mordell de celle de Shafarevich pour les 

courbes. Essentiellement, à chaque point rationnel sur K d'une courbe C on a 

attaché une courbe X^ et un morphisme X^—> C qui n'est ramifié qu'en P . 

Le degré de ce morphisme étant fixé en fonction du genre de C (supposé supérieur 

à deux), la mauvaise réduction de Xp étant fixée par celle de C , on voit 

facilement que "Shafarevich" implique "Mordell" (c'est un argument de Parshin). 

En fait, la construction de Kodaira-Parshin peut être faite pour une famille à un 

paramètre (ce que nous appelons un pinceau). Ce fait sert à contrôler la mauvaise 

réduction de X^ et dans l'exposé XI à "contrôler" le nombre de points rationnels 

de C sur K . 
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Thème 5 : La théorie des intersections d'Arakelov (exposés I, II, III, XI) 

L'exposé I §2 donne un résumé de la théorie des intersections d'Arakelov sur 

les surfaces arithmétiques qui est développé dans les exposés II et III. 

Dans l'exposé II de L. Moret-Bailly, on montre le théorème de Riemann-Roch 

de Faltings pour les surfaces arithmétiques et le théorème de comparaison entre 

la hauteur de Néron-Tate et les intersections d'Arakelov (Faltings-Hriljac). La 

présentation ici adoptée est nouvelle et part des métriques permises sur les 

variétés abéliennes pour revenir ensuite au cas des courbes. 

Dans l'exposé III de R. Elkik, on établit de façon assez complète l'existence 

des fonctions de Green d'Arakelov. On montre ensuite le théorème d'existence de 

Faltings (Théorème 3) qui dit qu'un faisceau arakelovien suffisamment positif 

possède des sections "holomorphes" au sens d'Arakelov. Ce théorème culmine dans 

l'application qui en est faite à la positivité de la self intersection du 

dualisant (Faltings). 

Dans l'exposé XI, nous reprenons d'abord, selon Parshin, la démonstration de la 

conjecture de Mordell par Faltings pour en tirer une borne "presque effective" 

du nombre de points rationnels (§2 Théorème). La nouveauté introduite par 

Parshin est notamment de calculer la "constante de Mumford" en termes de l'inter

section d'Arakelov (§1). Nous continuons sur cette veine au §3 en montrant que la 

constante de Mumford est souvent négative et qu'en conséquence on peut, dans les 

fibres de la fibration de Kodaira, trouver une infinité de courbes sur Q dont 

la différence de deux points distincts sur Q n'est jamais de torsion. Comme 

beaucoup de ces essais d'effectivité tournent autour de la question d'une borne 

pour la self intersection du dualisant relatif, nous explicitons notre conjecture 

des petits points qui remplit ce programme parfaitement, surtout pour les corps 

de fonctions où je l'ai montrée. Il est à noter que cet exposé XI contient surtout 

des énoncés non encore publiés. 

On voit ainsi qu'à part le théorème de Riemann-Roch pour les surfaces arith

métiques (exposé II), l'ensemble des développements de ce volume servent dans 

l'une ou l'autre preuve de la conjecture de Mordell. Nous avons en outre étudié 

(notamment dans l'appendice de M. Martin-Deschamps à l'exposé IX) le cas des corps 

de fonctions qui sont de type fini sur Q . Le lecteur intéressé par les 

courbes ou les variétés abéliennes sur les corps de fonctions consultera avec 

profit notre précédent séminaire paru dans la même collection (n°86) et le 

"Pinceaux de variétés abéliennes" de L. Moret-Bailly à paraître simultanément, 

toujours dans la collection Astérisque. 
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Je tiens à remercier les participants au Séminaire et surtout les auteurs des 

différents exposés, qui nfont ménagé ni leur peine, ni leurs critiques, afin que 

nous menions à bien, ensemble ce travail, et tout spécialement Mireille 

Martin-Deschamps et Laurent Moret-Bailly qui ont assuré la réalisation définitive 

de la publication. J'espère que le présent volume rendra service à ceux qui 

s'intéressent à l'arithmétique d'un point de vue géométrique. Le délicat travail 

de frappe de ce texte a été assuré avec dextérité par Mesdames Postadjian et 

Saman. Je tiens à les en remercier vivement. 

Lucien SZPIRO 

5 



SÉMINAIRE SUR LES PINCEAUX ARITHMÉTIQUES : LA CONJECTURE DE MORDELL 

LES DEUX CHEMINS POUR DÉMONTRER LA CONJECTURE DE MORDELL 

Théorème de finitude pour la hauteur modulaire 

(I,IV,V) 

Variation de la hauteur 
modulaire par isogénie (VII) 

Conjecture de Täte (VIII) 

Finitude du nombre de 
classes df isogénies (IX) 

Constante de Mumford 
(I,II,III,XI) 

Kodaira-Parshin(X) 

Conjecture de Shafarevich (IX) 

Conjecture de Mordell 
(XI ou X) 
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Exposé I 

DEGRÉS, INTERSECTIONS, HAUTEURS 
Lucien SZPIRO 

0.- Introduction 
1.- Faisceaux inversibles avec métriques à l'infini 
2.- Intersections sur les surfaces arithmétiques 
3.- Hauteurs (variétés compactes, variétés ouvertes) 
4.- Bibliographie. 

Société Mathématique de France 
Astérisque 127 (1985) 
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L. SZPIRO 

0,- INTRODUCTION 

Nous présentons ici le point de vue d'Arakelov : "Une structure entière à 

l'infini est la donnée de métriques hermitiennes". Cette façon de voir permet, 

entre autres, d'avoir une approche plus géométrique de la notion de hauteur, 

d'introduire les métriques ad-hoc pour un problème donné, et de simplifier la 

présentation. 

Le premier paragraphe reprend la théorie élémentaire des corps de nombres du 

point de vue d'Arakelov. Il couvre essentiellement le sujet du livre de P. Samuel 

sur ce sujet avec en plus,la formule du produit et en moins,le "second calcul 

de volume" de Minkowski. 

Le second paragraphe traite suscintement de la théorie des intersections 

d'Arakelov sur une surface arithmétique. Les démonstrations se trouvent dans 

les exposés 2 et 3. Cette théorie des intersections est essentielle dans l'exposé 

11. 

Le dernier paragraphe reprend la notion de hauteur via Arakelov. On y montre 

que la métrique différentielle-modulaire pour une famille de variétés abéliennes 

a des singularités logarithmiques. 

§1 : vocabulaire, notations : Dans cet exposé K sera un corps de nombres, 

son anneau d'entiers, [K:Q] = n son degré sur Q , D K la valeur absolue 

de son discriminant, ^ l'ensemble des racines de l'unité dans K . Nous nous 

permettrons d'écrire d, D, u, quand aucune confusion ne nous semble en résulter. 

Pour un corps K nous noterons par 0 K (parfois par 0 seulement) un ensemble 

de places à l'infini de K contenant toutes les places réelles et "la moitié" 

des places complexes de telle façon que pour une place complexe a on ait : 

a ou bien a est dans 0 K . Le nombre de places réelles (resp. complexes) 

dans 0 sera noté r̂  (resp.r2) .Si a€ 0 eo = 1 (resp. 2) si a est réelle 

(resp. si a est complexe). Nous noterons par ,x l'ensemble des éléments 

inversibles d'un anneau "." . 

(*) Je remercie L. Moret-Bailly pour une lecture critique du manuscrit. 
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§2 : Par surface arithmétique de genre g sur un corps de nombres K nous 

entendons un schéma régulier X projectif sur Spectf̂  , de fibre générique 

géométriquement connexe et de genre g sur K . 

§3 : Un schéma en groupes commutatif, lisse et séparé G — • S (S normal) est 

appelé semi-abélien si, ses fibres sont extension de variétés abéliennes par des 

tores. Si tel est le cas et si la fibre générique est abélienne, on dit qu'elle a 

réduction semi-stable (Si S est un trait, il revient au même de dire que la 

monodromie est unipotente). 

1.- FAISCEAUX INVERSIBLES AVEC METRIQUES A L* INFINI 

1.1. - Diviseurs compactifiés 

Un diviseur compactifié de 0^ est une somme formelle : 
(i) Z n [v] + E X [a] = D où I ^ É Z 1^ = 0 pour presque tout 
veSpec maxO' v aé0 

v et X0G]R . 

Le degré de D est égal, par définition, à : 

Z log N(v) + Z XQ 

Si f e K* 9 le diviseur principal associé à f est : 

(f) = Z ord (f) [v] - Z e log|f| [a] . 
a60 

Notant Divc((̂ ) (resp. FTc(^) le groupe des diviseurs compactifiés (resp. 
des diviseurs compactifiés principaux) la formule du produit permet de définir 
le degré sur le quotient : 

degré : Divc((̂ )/Prc(CrK) > R . 

1.2.- Le groupe de Picard compactifié 

Un faisceau inversible compactifié sur & est un module project if de rang 

un sur Cf : L , muni pour chaque a dans 0 d'une forme hermitienne définie 

positive sur : 

L0 = L 8 Ka 

où Ka est égal à R ou C selon que a est réelle ou complexe. 

Notons Picc((̂ K) le groupe des classes d'isométries de faisceaux inversibles 

hermitiens sur CÇ . Deux ensembles de formes hermitiennes < , >i et 

< , >9 sur L sont isomètres si et seulement si on peut trouver une unité 

u dans (7K telle que pour tout s e L on ait 
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IsL = lui |sL 1 4,a 1 'a 1 '2,a 
On a ainsi la suite exacte : 
(ii) О — > RT1+Г2 / log(T* > Picc((TK) > cl 6%) • О 

Soit Ф : Divc(CK)—> Picc((̂ ) l'application définie par : 
Ф (E n̂ tv] + E ̂ а[°] ) = le module projectif de rang un ПЩ^ v muni des formes 
hermitiennes suivantes : ïïffl^ est un idéal fractionnaire donc canoniquement 
contenu dans К , on donnera à IMIIa la valeur ехр(-Аа/еа) 

PROTOSITION L* application cp : Div f(X0—> Pic ((X) dUûviz oJL-doAbub 
ùiduJX un лАотоюркАлто, 

Divc((7KyPrc((T)K -̂ ->Picc((TK) . 

Idée de la démonstration : Soit L€Pic ((XO et 0/s£L . L'élément s définit 

une application 0^ — > L , et donc identifie L" à un idéal &s de . 

Définissons ¥(L,s) ,= E ordv (Cls) [v] - E eQ log |s|a .Le lecteur vérifiera 
que фо^Ь^) = L, *F(L,s) a une image, dans Divc/Prc(0^) , indépendante de 

s, et enfin l'énoncé. 

COROLLAIRE.- On a un komomosiphUme. : 

deg : Picr«SJ—Ш 
c K N(as) 

qui, avec 1<ZA notatÂjom ол.-а.<им>иь, Vbt аг{ЛпЛ рая : (iii) deg(L) = Log ~— 
ïïlsl 0 

a 

1.3.- Le Marabout-Flash de théorie des nombres algébriques 

Les objets ci-dessus introduits suivent de près la théorie des diviseurs sur 

une courbe algébrique projective. Nous continuons dans cette même veine. 

Soit L € Pic (ffv), définissons l'ensemble des sections de L : 

(iv) H°(L) = {s€L | |s| £1 pour tout а £0} . 
On a aussi une "caractéristique d'Euler-Poincaré" 

Cv) x(L) = "log vol» La/L) . 

Cette dernière définition se justifie car : 

a) L est un réseau dans 9 LQ 0*1̂ К:̂ ) 
b) les formes hermitiennes aux places à l'infini induisent un 

élément de volume sur Ф L (l'élément de volume sur С est dxAdy avec ае0 0 
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z = x + iy) . 
Par exemple, si 6^ est muni de sa métrique canonique |1|a = 1 Va (Oĵ  est 

alors appelé le faisceau trivial) on a : 

H°«^) = {0}U(UK 

X((TK) = log(2r2 D"1/2) . 

On a 11 interprétation "géométrique" suivante de H° et x : 

PROPOSITION 1.2 : (cf. Lang [L]).- SI LEPic^Ö^) dt t€R , notant Lt 

Vilimtnt dt Pic (OC) ou on a miJ&ipJUz Ite métnlqueA à Vln^Àyii pan t , on a : 

r r 
X(L) = - log(2 1 ir 2D + log 

[lim 
t-»0 

# H0 (lt) 

t[K:qj 

Nous introduisons une caractéristique modifiée 

(vi) X'(L) = -log 2n volG»WU 
2r1 ̂ r2 

, X'((TK) = -log[(|)r2 D1/2] 

Son intérêt se révélera au lemme 3 ci-dessous. 

LEMME 1.0 (Riemann-Roch !) . -

X(L) = degL+ x(^K), X'(L) = deg L +X,(0K) . 

LEMME 1.1.- SI degL<0 aloiA H°(L) =0 . 

LEMME 1.2.- S I deg L = 0 e£ H°(L) ^0 alo su L QAt ÀAomonphz au fialocemi XAJLVÂJJJL 

OK . 

LEMME 1.3 (Minkowski).- SI deg (L) > -x1 (0̂ ) aJLoJU H°(L) * 0 . 

Les lemmes 0 à 2 sont de démonstration immédiate, le lemme 3 est une reformulation 
du célèbre énoncé de Minkowski sur les points d'un réseau dans un convexe compact 
symétrique. 

Remarques 

a) les quatre lemmes ci-dessus sont pratiquement les mêmes pour les faisceaux 

inversibles sur une courbe algébrique projective et lisse sur un corps. 

b) On a aussi "une suite exacte de Hurwitz" où les faisceaux des différentielles 

sont remplacés quand c'est nécessaire par les faisceaux coalisants (classe de la 

différente inverse). En effet soit 

OJq = Hom2 «7,2) . 
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La trace fournit une "section" canonique de ^ , notons la Tr , pour donner 
des formes hermitiennes à l'infini il suffit de spécifier la valeur de | Tr| 
Posons 

1 4 = e0 

LEMME 1.4. - On a la Jbuitd exacte. suivante. : 

о oK 1—Tr wOK f 1OK/Z 0 

Ре рЫь degfrô , )= -2х((Гк) . 
К 

Les lemmes 1.1 à 1.3 sont le secret de la démonstration des quatre théorèmes de base 
de la théorie des nombres algébriques. Nous indiquons brièvement les démonstrations 

de ces théorèmes par la méthode ainsi introduite. Le quatrième théorème est 

d'un usage constant dans ce séminaire. 

THEOREME 1.1 (Hermite-Minkowski).- SI [K:Q] > 1 alou > 1 (i.e ^ (Z) = 0) . 

Démonstration : le lemme 3 contre le lemme 1 indique xf©y ~0 . Donc si 

r9^0 on conclut de suite par les formules (v) ' (remarquer l'économie). Si 

r2 = 0 et r̂  > 1 choisissons a = (aa) € ]R 1 qui ne soit pas dans l'image (dis

crète) de logO'jç et telle que l a0= 0 . Notons l'élément de Picc©^) 

qui "à distance finie" est égal à 0^ et qui est muni de métriques telles que 

|1|a = exp(aa) . Nous avons tout fait pour que soit différent de dans 

Picc(ÔJJ , donc, par le lemme 2 (degO^ = 0) H°(0̂ ) = 0 . Donc par le lemme 3 

"X? > 0 , ce qui conclut. 

THEOREME 1.2(Dirichlet).- Le groupe. du> clat>t>Qj> d'idéaux de. t&t {tni. 

En effet tout L € cl (6jJ peut être muni de métriques hermitiennes à 1 ' infini 

tel que deg(L) = -y? (0̂ ) . La classe de L ̂  est donc représentée par un idéal 

CL de norme au plus (exp - xf 8%)) (lemme 3, formule (iii)). Il reste à appliquer 

le lemme évident suivant : 

LENME 5.- L* ольетЫг deb idéaux do. de nonmz in é̂KimAe. à un nombre, donné, 
2At {ÂJli. 

THEOREME 1.3 (dit des unités : Dirichlet).- Soit W £e ьоиь-елрасг vzctosUeZ 
r1+r2 

de R {опте dojb élémantb (a0) toJU que. Z a0 = 0 [noyau du ddgKé], 
alohA Vimago, do. &^ рак Vapptûiation 9 log| QJ>t un Ké&eau danb W . 
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r1+ r2 
Idée de la démonstration : Soit une suite d'éléments de ]R de degré 
-x'ftW (i.e T, a P = -Y1 (KJ) et soit GT € Vie (01) construit comme 

K ae0 a'n 0 K %i c K 
dans la preuve du théorème 1. Il nous suffit de montrer (car l'image de est 

discrète) qu'une sous suite des & est convergente dans Pic ((XO . Chaque 
% c 

H 0 ^ ) est différent de zéro par le lemme 3, donc il existe des idéaux &n , 

principaux, de norme inférieure exp(-xf(^))-
Soit une sous suite de an tels que les idéaux CLn soient tous égaux. 

On a <y -x.<rK =0.n = XjfrK . 

Il existe donc des unités u. ê V telles que x. =u-x . On a par hypothèse 
. . J i i 1 J J ° 
x. I a „ ^ 1 et donc a ^ u.1 ^-r—r . Posons a' . = a u L , on a ' J's o",n. a,ny yo |xQ|a a,j a,i\j a'a 

& = & i dans Picc fé)^) . Les - sont bornés, donc on peut en extraire 
3 r +r 

une suite convergente dans ]R ̂  2 . C.Q.F.D. 

THEOREME 1.4 (Hermite).- L'ensemble. doj> coKpà do, nombre* algébKlqueA de, dzQKé 
donné n , et qui ne. &ont Kamt̂ ieb qu'e.n un e.n&emble. itnt de. placer donne. S , 

ej>t £lnl. 

Ce n'est pas l'énoncé classique du théorème de Hermite (si D̂  est fixé, il 

n'y a qu'un nombre fini de K ) mais cela en est une variante qui servira surtout 

sous la forme suivante : 

COROLLAIRE.- Soient g un esitieA, S un e.nAejmble. &ini de, placer de, K , alosu 
11 existe, une. exteMlon itnie. K' de. K , e.iie.ctivejne.nt calculable., telle, que. : 
¿1 AK eAt une. vatilèti abélimne. AUA K de. dÂme.n̂ lon g , dont le. modèle, de. 
Uénan a bonne, réduction m dehonA de. S , alosu Â , eAt à rédaction Aesni-Atable.. 

En effet, on sait qu'en rendant rationnels sur K' les points de division par 

12 (par exemple) de Aĵ , Â , est semi-stable. L'effectivité vient de ce qu'on 

verra plus bas que la démonstration du théorème 4 est effective. 

Démonstration du théorème 1.4 : elle se fait en deux parties : 

a) quand n et S sont fixés D̂  est borné 

b) quand n et DK sont fixés il n'y a qu'un nombre fini de possibilités pour K . 

a) C'est un problème local;soit K—> L une extension galoisienne de corps locaux 

de degré n et de groupe G . Soit Gi le sous-groupe de G qui agit trivia

lement sur C% /Mf+1 .On vérifie assez facilement les faits suivants : 
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- valuation (D) = g C# G± - 1) 

- Gi/Ĝ +1 est un sous-groupe de Y l / ^ L ^ 

- = (1) pour i>e/(p-1)où e est l'indice de ramification absolue 

(e=vK(p), p = car(̂ K/̂ K) ([S] IV §2 ex.3 a) b) c)). 

On a donc une borne effective pour les exposants des idéaux premiers qui ren
trent dans la décomposition de D (n et S fixés). 

b) Montrons que si n et D sont fixés il y a un élément primitif dont les diffé

rentes valeurs absolues sont bornées. Soit L - ^ avec pour métriques à l'infini 

hlai-(|)r2/2 D - V 4 21-2 

hla.=2 i>i 

alors deg L = - x1 (^) • 

Il existe donc (lemme 1.3) xC(^ tel que \a^{x)\ ̂  (|) D1/4 2 2 1 ; 
|ai(x)|^,i>1 . e 

Un tel élément est primitif car |a.j(x)|> 1 (n |â (x)| ai ̂  1) et 

|o*̂ (x) | < 1, i ̂  1 . Il est borné par hypothèse, on a donc gagné. 

2.- INTERSECTIONS SUR LES SURFACES ARITHMETIQUES 

Arakelov a construit une théorie des intersections, pour les diviseurs 

"compactifiés" sur une surface arithmétique, qui s'approche le plus possible de 

celle des diviseurs sur une surface algébrique. Nous en donnons ici la définition 

et les propriétés. Les démonstrations quand elles ne sont pas indiquées se trouvent 

dans les exposés 2 et 3 de ce séminaire. Faltings, et partiellement Hriljac, ont 

donné des compléments sur la théorie d'Arakelov qui la rapprochent encore plus 

de la théorie géométrique. Ces développements se trouvent dans les exposés 2 et 3. 

2.1.- Diviseurs et groupe de Picard compactifiés 

Soit X > Spec &^ une surface arithmétique régulière. Pour chaque a pla

ce à l'infini de K choisissons une (1-1)-forme d\iQ telle que Jx (q^Vq = 1 • 

DÉFINITION 2.1.- Le Qhjoupe de PleaAd compactljlé Pic(X,dua) d'une, buni&ce 
axÀXSmetJjque X , manie, d'éléments de volume duQ , comme phxM haut, QJ>t le 
groupe de CÙJU>*>QJ> d'<U>oméfru.eA de £cuu>ceaux invehAÂbloA L 6uA X murvu poux 
chaque o d'une mé&Uque henmitimne positive '6°° < , >Q AU/L LQ teJULe que : 

- 2 ^ 83 lo8|s|q =Cdeg L)dp0 
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Bien sûr, degL est le degré de LK sur XK . 

THEOREME 2.1 (Arakelov).- Роил chaque choix de mét/ujque* (dua) *ил le* XQ 
*atlbjalbant à Jx ̂  du^ = 1 on a la *ulXe exacte *ulvante 

^ Г +Г 
0 — > Ж ^ 2/log(?—> Pic(X,duQ) Pic(X) — » 0 

où 3 e*t la jléche "oubli" de* *1лисХиле* hemUlenne* à Vinfini, et 
a(a1,... ,a ^ ) e*t la *tAuctuKe henmltlenne *ил le. jalbceau lnven*Âhle CC I r i +r 2 A 
teUe que. : 

роил chaque, a , 11 |Q(P) = exp(aa) роил tout point P de. XQ(C) . 

La seule difficulté de ce théorème est la surjectivité de 3 (existence de 
métriques permises) : elle est résolue dans l'exposé 2 (R. Elkik). Notons que 
l'exactitude de la partie gauche de la suite signifie exactement que deux métri

ques permises sur le même fibre, diffèrent par la multiplication par un nombre 

réel positif. 

DEFINITION 2.2.- Un divlbeun compactljlé *UA X e*t une. homme. jonmelle jlnle 
En [v] + E À„ [a] où v poKcouxt le* cycles Iwiéductlble* de. codlmen*lon 
v v a€0 0 
un dan* X , iiy e*t un entlen et XQ un tuéel. le. groupe, de* dlvl&euA* compac
tljlé* *enjx noté Divc(X) . 

DEFINITION 2.3.- Soient (duQ) de* élément* de volume *UA le* XQ *atl6jal&ant 
Jx ( Q ^ O ~ ̂  9 ̂  ^ aKie jonction hjatÀJonneile *ux X . Le *ou*-gnoupe 
de* cLLvl&eun* compactljlé* principaux P(X,duQ) e*t le *ou*-QKoupe de Divc(X) 
de* élément* de la jonme E v(f) [v] - E e. JY r/r.log|fI du 

PROPOSITION 2.1.- L'application cp qui a un dlvlòeuA compactljlé : 
E nv [v] + Z Xa [a] , a**ocle le jal&ceau Invesuible métAl*é : 
(ïïnÇnv , M l a = exp(-Xa/ea ) IndulX un l&omoiphl&me : 

Divc(X)/P(X,dua)c Pic(X,duQ) . 

La démonstration est évidente. Mettons néanmoins en évidence l'application 

inverse : soit L un élément de Picc(X,dua), s une section méromorphe de L , 

Dg le diviseur à distance finie associé à s , on fait correspondre à (L,s) 

le diviseur E v(Dg) [v] - E ea(Jx (c) log is la ducP'-a"' ' 0,1 vérifie ̂  la classe 
de ce diviseur modulo P(X,du ) ne change pas quand on change la section s de L . 
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Si D est dans Div (X) on note ff (D) = (p(D) . c x 

2.2.- Intersections 

THÉORÈME 2.2 (Arakelov).- Soit X une surface arithmétique munie, de. métriques 
du à l'infini telles que. JY r<rMdu = 1 . MOHM il existe, un et un seul accou-
O* Ag O 

plement bilinéaire ( , ) : Pic(X,dua) xPic(X.dM̂ ) > R ayant les propriétés 
suivante* : 
(I) Si D est un diviseur irréductible et cédait horizontal (i.e. {ini sur 
Spec C^) (L,Ô̂ (I))J = degg ê L [au sens du corolZaire de. ta proposition , où 
D est le normalisé de la partie iinie de D et eD : D—*X Vapplication 
canonique). 

(II) Si D eMt un diviseur dans la iibre de v€Spec(C^) 

(L,C(,(l))) = (degré géométrique de L/_). log N(v) 

(III) (.,.) est symétrique. 

On prend bien entendu (1) et (II) comme définition ; le seul problème est de 

montrer (III). Ce dernier point se vérifie facilement à lfaide de la formule de 

Green-Riemann. 

Il est bon d'expliciter le cas de sections : supposons que le genre des ^ibreJS 
est au moins un : 

Soit E une section de X > Spec , g = genre (X̂ ) > 1 , Ĉ (E) a une 

section canonique s£ . Nous noterons toujours ^(E) l'élément de Pic(X,duQ) 

tel que cp(E) = ̂ (E) i.e Jx log | sE CP) [ 0 duQ = 0 .Si et E2 sont deux 

sections distinctes on a 0 

(ErE2) =N(ElnE2) - l za log|sPi(P2)|o 

où Ê n E2 est l'intersection schématique des Ê ,et, P̂  le point de X^ corres

pondant à E^ . 

La fonction X ((C) x X ((E) ]R+ définie par 
0 0 

G (P.,,P0) = |sn (P0) I = |sn (PJI est dite fonction de Green associée à dp . 
a i z "\ ̂  °" 2 ' °~ a 

Remarques : a) l'intersection d'Arakelov commute bien au changement de base fini : 

K—» K' : elle devient multipliée par [V :K] . 

b) A l'aide de a) on peut ramener tout calcul d'intersection au cas de sections 

et de diviseurs verticaux. 

c) On voit facilement que les termes locaux à l'infini de l'intersection d'Arakelov 

ne sont pas tous positifs dans (E...E-) . C'est une différence majeure avec la 
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situation géométrique. 

2.3.- La formule d'adjonction 

Pour chaque système de métriques dua telles que Jx ($)ацо = 1 on a 11116 

théorie des intersections d'Arakelov. Il en est un plus naturel que nous appelle
rons canonique : 

1 g 
dua = — ш-лш. où (o)̂) est une base orthonormale de 

H°(X pour <a,3> = /xa(C)0tÂ  

On montrera essentiellement dans l'exposé 2 (L. Moret-Bailly) que ces métriques 

ont l'avantage suivant : 

THEOREME 2.3 (Arakelov).- Soit X une. &ил£асе. aÂÂXhmétique. бил К de. gcnne. 1. 
Soit A la diagonale, de. XxX et. s 1аье.с£иэпcanonique.de. <X< V(A) . Vé îni&Aonb 

CL. A Л* л К 
une. met/Uque. keJunitie.nne. ьип. ft^xX^^a ipa/l lsÂ P,̂ 'a = Gg^P'^ • Mo™ 
(Щэду ~ ^ eAt le, {aibceau nonmal à A^ est muni d'une, mitAique. dite. 
canonique., qui eJbt peAmise. pouA 1ел du canoniques. AutAeme.nt dit bi E ebt 

2 
une. section de.X—» Spec 0^ оиаСа̂ /О̂ .б̂ СЕ)) = -E 

Remarque : la formule d'adjonction pour les diviseurs horizontaux possède des 
termes non triviaux à 1 ' infini : par exemple si D = Ê  + E2 est somme de deux 

sections distinctes et est la différente de D sur Cf on a : 

((V<r°X(D)) + (D-W = logN(ôD/ty) -2 Z ealog|sp̂ (P2)|a 

3.- HAUTEURS 

3.1.- Intersection d'un cycle de codimension un et d'un cycle de dimension un  
dans une variété arithmétique compacte 

Soit XK une variété propre sur К . Pour construire des "hauteurs" il nous 
faut une structure entière sur 0^ (à distance finie) et des métriques hermitien
nes aux places à l'infini ("structure entière à l'infini"). Soit donc X un 

modèle propre de XK sur Spec 0^ (i.e la fibre générique de X est X̂ ) . 

Soit L^ un fibre inversible sur X^ , L un prolongement de L à X , nous 

supposerons de plus que Lg sur XQ est muni d'une métrique hermitienne £° , 

| . |a , pour chaque а . Soit P€XK(K) il lui correspond biunivoquement une 
section ep de X—^SpecO^ . Le faisceau inversible £p(L) sur 0"K est muni 
de métriques à l'infini et donc possède un degré au sens du §1. On pose 
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h L , . О 
(Р) = 1 

К(Р) :Q] deg е * P 
L 

C'est la hauteur de P associée à L et I.I .Par abus de notation, nous la 
noterons h^ quand les métriques seront clairement fixées. Par exemple on a : 

h L 0 m ( P ) = M H L ^ • 

LEMME 1.- La kawteun. eut invasUante рал. c.kanaeme.wt de. солрд de. baôe. 

C'est clair. 

LENME 2.- (Changement de structure entière sur le faisceau inversible). 

SI L' est une autre extension de LK à X i l existe une constante С telle 
que : |\(Р) - hL,(P)| < С pour tout P€XK(K) . 

En effet, il existe un entier m tel que — L e—* L' «—* mL ' n m 

LEMME 3.-(Changement de métriques). Soient | . | d'autres métriques hermitiennes 
sur tes L̂  , alors i l existe une constante С tel que 

hL | | (P) - hL | | f (P) <C pour tout P€XK(K) . 

Les XQ étant compactes la fonction cpQ définie par : I • la =* Фа1 • Га est bor
née. D'autre part, si K' contient К et p est une place à l'infini divisant 
о , sup фр = sup фа . 

LENME 4.- (changement de modèle entier). Si (X,L) et (X',L') sont deux modèles 
entiers de (XK,LK) alors I I existe une constante С telle que 

|hL, CP) -hL(P)| <C pour tout P€XK(K) . 

Par le lemme 2, et par produit fibre on se ramène au cas où on a un morphisme 
birationnel 

тг: X' — * X 
et L'=TT*L . 

Dans ce cas, on a : hL,(P) = hL(P) pour tout PeX^QC) 

Exemple : a) hauteur naïve : Soit X un point de p£ , choisissons une base de 

К et soient (X ,...,X ) les coordonnées de X associées à cette base 
(à К près !) . Munissons de la métrique hermitienne telle que la base choi
sie soit orthornormale . Munissons O^-PO^àe nitrique de Fubini-Study associée, 
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i.e,pour tout point P, 0)/p est muni de la métrique quotient par : 

K£+1 ^ja - œ/P *0 .Si seH0(Pr,0Fr(1)) , s = EXiSi (Si 
base orthonormale) et P G Fr de coordonnées XQ...X on a : 

|s(P)|2 = 
\Z XiXi|2 

A \ \ 2 

Nous avons donc une hauteur de Fubini-Study sur P : h (P) . 
ro 

On vérifie facilement que 

hFS((xo...xr)) = 
xv 

log 
g(Z X?)(ea/2;) 

N(Z (TK xp 

On notera l'inversion numérateur-dénominateur par rapport à la formule (iii) du 

§1. Cette inversion est due à la dualité sections-coordonnées. 

b) La hauteur naïve est positive. On en déduit (lemme 3) que pour tout (L,|.|Q) 

où L est ample, il existe une constante C telle que : hL | | (P) > C pour tout 
P€XK(ÎC) . 

c) Si cpQ ... cp»£ sont des polynômes homogènes de degré m en les variables 

XQ,...,Xr et si X est un point de Pr où les ne sont pas tous nuls on a 

la comparaison suivante entre les hauteurs naïves sur Pr et sur P^ : 

h(cp(x)) ̂ m h(x) + h(cp) 

où h(cp) = logN +Z log sup I coefficients des <p-1 
a 

avec N = nombre maximum de monômes dans les . 

THÉORÈME 3.1 (Northcott).- SOÂX f :X—» Spec une, vaAtété pn,o je.c£lve. 4 ил Qr̂  
et L un Л̂Ьке tnveAJbXhle, ьип, X tel que, : LK bolt ample, et LQ mint a4une, 
mtxJuque, keAmltienne, non nulle., роил chaque, о . К1окл : 

(i) I l exlbte, une, constante. С telle, que, hL(P) >C роил tout P dan* XK(K) 
(ШРсал tout nombre, n.eet A et tout e,ntteA d , V ensemble, аем poixvU de, XK(K) , 
аЦАжл 4ал un солрд de, de,gié au plu* d бил. Q , et de, hauteuA 1п{епл,еххЛ,е, à A 
eJbt iÂjii. 

Par les lemmes précédents on se ramène à la hauteur naïve sur Pr . Alors 

(i) est évident. Pour (ii) considérons l'ensemble Er ̂  des points de Pr 

rationnels sur un corps de nombres К tel que [K:Q] = d . Soit 
о : Er>d >(Pr((I5))d qui à P€Pr(K) , [K(P) : Q] = d associe le point 
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(o\ (̂P))̂ =1 où les CK(P) sont ses différents conjugués. Soit Xr ̂  le quo

tient de Prx...x]pr par l'action du groupe symétrique ^ . On a tout fait 

pour que : si P€PR(K) , [K:Q]<d alors qoo(P)€X ,(Q) où 

q : F x , , . xp — » X j . Notons que la partie (ii) est évidente pour la hauteur 
naïve h quand d = 1 . Il nous suffit donc de vérifier qu'on a une hauteur h' 

sur Xr ̂  associée à un faisceau ample telle que 

h'(qoa(P))< m h(P) + C m€N , C constante, P€ E , . 

On plonge pour ceci Xn ̂  dans un projectif par des polynômes homogènes en chaque 

système de variables et invariants par 5̂  . L'exemple c) permet alors de conclu

re. 

3.2.- Hauteurs à singularités logarithmiques 

L'avantage d'avoir introduit des métriques à l'infini, et les hauteurs associées 

sur les méthodes pré-arakeloviennes (hauteur naïve et ses variantes) réside dans 

le choix ad-hoc de métriques pour chaque situation. Un des gadgets essentiels 

de la démonstration de la conjecture de Tate par Faltings est la hauteur modulaire 

introduite plus bas. On verra dans l'exposé 7 de M. Raynaud qu'elle a été choisie 

pour se comporter de façon naturelle à l'infini. Par contre le schéma de modules 

des variétés abéliennes polarisées n'est pas projectif et les considérations 

de 3.1 sont insuffisantes. On est donc amené à considérer des hauteurs sur des 

variétés ouvertes qui ont un comportement raisonnable "à l'infini". 

DEFINITION 1.- SoJUint X une. vantété algébntque. -ôo/i C , L un {OUUCQJOUU inveA-
àible. &UA X , X une. compactt£ication de. X et L un pn.olongeme.nt de. L à X 
Soit |. | une. métntque. heAmitimne. &un. L. On dit qu ' eIZe. eut à Aingula/utéA  
ZJOgaAithmiqueu -Ô } i l existe, une. métnique. |. | -ÔOA L et un e.ntieA po&itii r, teJU 
que. JboQ.oJLeme.nt bun. X : 

sup 
PCX 

ls(P)l 
ls(P)l 

s(P)!0 
|s(P)| 

< C(-log Z|£±CPD|)r 

où C eut une. constante, et f̂  &ont dej> équation* locateu de. X - X = D . 

Soit X^ une variété algébrique sur K et X^ une compactification de X^ . 

Avec une métrique sur LQ sur XQ pour chaque a et un modèle entier de 

(X,L) de (XK,LK) (où LK est un prolongement de L̂  à X^) on définit une hau

teur pour les points de X̂ (K) avec la même formule qu'en 3.1. 
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THEOREME 5.1'.- Avec le* notation* cl-de**u* *uppo*on* que L^ ĵ oit ample et 
que le* métrique* *ил le* LQ * о lent à *lngularlté* logarithmique* alor* : 

(i) I l existe une comptante С telle que hL(P) >C роил tout PeXK(K) . 
(ii) Роил nombre r.éel A et tout entier, d , Ven*emble de* point* de XK(K) 
déjlnl* *ил un солр* de degné au plu* d *ur Q , et de hauteur, plu* petite que 
A , e*t jlnl. 

Pour montrer ces deux énoncés, par le théorème de Nbrthcott (Th.1), il suffit 

de trouver un faisceau inversible ample L' sur X^ , muni de tout le nécessaire, 

un entier m , et une constante tels que 

(*) hL(P) >^ hLI(P) + C1 pour tout P€XK(K) . 

On se ramène sans peine au cas où - = D est un diviseur. Choisissons un 

entier m plus grand que l'exposant r de la définition 1 et tel que 

V = L (-D) soit ample. Munissons L' des métriques * * 9 où f est une 

équation locale de D . On vérifie facilement l'inégalité (*). 

3.3.- La hauteur modulaire (ou différentielle) 

Soit A^ une variété abélienne de dimension g sur К et A-^Spec 0^ son 
modèle de Néron. Le faisceau des différentielles de degré maximum sur A 

provient de Gf . Notons Шд le faisceau inversible sur tel que 
f 4 = "а/сг • 

On peut se mettre sur Шд une métrique naturelle, dite métrique modulaire, 
pour tout a de la façon suivante : 

«e % o = rfcvj^) l«l2 = l ' v o a A S I 
о)д est donc canoniquement un élément de Picc(0̂ ) et a un degré (certains auteurs 
disent : le degré d'Arakelov de о)д , d'autres le degré différentiel de A). La 
hauteur modulaire (ou différentielle) de A est — — deg(a)J 

[K:Q] ô A 
DEFINITION 2.- Soit A^ une variété abélienne *ил К , et К' une exten*lon de 
К ой Дс, a réduction *eml-*table [par exemple on peut prendre роил Kf 
un солр* de rationalité de* point* de division par 12 de A^). On déjlnlt la 
hauteur modulaire * table de A^ par la jofimule 

h(^) = 
1 

[K' : Q] 
deg w 

A va K1 

La composante neutre du modèle de Néron d'une variété abélienne semi-stable 

étant stable par changement de base, la définition ci-dessus ne dépend pas du 
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corps K! choisi. (Certains auteurs nomment h(Â ) la hauteur stable). On a 

bien sûr tout de suite noté, que, deg(ô ) ne dépend que de la composante neutre 

du modèle de Néron. Par la propriété universelle du modèle de Néron il est clair 

que la hauteur modulaire d'une variété abélienne est plus grande que sa hauteur 

modulaire stable. 

Remarque heuristique 

Si la vie mathématique était belle, on aurait sur Spec TL un schéma de 
module fin M des variétés semi-abéliennes principalement polarisées , de dimen

sion g (une variété semi-abélienne est une extension d'un tore par une variété 

abélienne). Dans ce cas, si A est l'objet universel sur M, serait muni 

d'une métrique sur M l'ouvert correspondant aux variétés abéliennes. Si on 

montrait de plus que a). ̂  est ample et que la hauteur modulaire est associée à 

des métriques à singularités logarithmiques, le théorème 1' nous fournirait 

l'énoncé de finitude qui est un des buts de cet harassant travail : l'ensemble des 

variétés abéliennes de dimg sur K de hauteur modulaire bornée est fini. La 

situation n'est pas si simple .On montrera cependant ce dernier énoncé dans l'exposé 

5. L'exposé 4 (le Lemme de Gabber par P. Deligne) fournit une sorte d'objet 

universel, l'exposé 5 (L. Moret-Bailly) essentiellement l'amplitude de • 

Nous montrons ci-dessous la propriété de singularités logarithmiques. 

THEOREME 3.2.- Soit S un schéma nonmoUL connexe de, type. &ini ALLA C et boit 

f : A—» S un schéma 6emt-a.be.tten AUA S qui &oit abélien AUA la {Xhn.e généti

que.. Soit Z le {eAmé de S où A n'est pas abélien, alons la métrique modu-

latAe &UA ^a/sIS-Z ^ &i&guJbxhitê't> logaAithmiques. 

Examinons d'abord le cas d'une jacobienne. 

Soit C une courbe connexe, lisse, projective, de genre g>1 , sur Œ et 

soit J la jacobienne de C . Par dualité on a une identification canonique 

H°(C,^) -^H1(C,<rc)* -^H°(J,^) . 

J C 
Si w est une forme différentielle sur J nous noterons uj la forme diffé
rentielle sur C obtenue par cette identification. 

LEMME 3.2.1.- Avec les notations ci-dessus 6i (jô,...,u)g Aont des î-̂ onmes 
difâësientielles huA J on a : 

| det (0)Ç A S)Ç ) | = |Jj (jÔ A. . .A(x)gA J^A. . .AWg| 

Choisissons g points P̂ ,... ,P de C , on a ainsi un morphisme fini de 
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degré g! : 

TT : CG > J . 

On a TT* 
J 
WI 

=r1 J 

03-
1 

+ r*2 J 
03« 
1 

+... + r*g J 

1 

où IT. : C—>J est l'application d'Abel associée au point P- . Il est clair 

que f c r*j wJi ^ r*j wJk = fC wCi ^ w-Ck 

0c 
J 
0) 

.T 

I 
A. . . A(|) S 

g 
A (A) S 

1 A. . . ^w 
H 
3 = 

1 
g! T,a€Ê g 

e(a) e(*r) n 
1 
Jcu) C a (i) A(x) 

C 
• (i) 

v g! 
m E U 

g 

e(a) n 
i 

fC w C 
i 

AO) C 
a (i) 

a det /c to C i ̂03 
C 
j 

Supposons donc que f : A — * S soit la jacobienne d'une courbe semi-stable 

X—*S . Par le théorème 1.6 de [D-M] on se ramène à un nombre fini de cas de la 

forme X — • D où D est le disque unité dans C , lisse sur le disque épointé 

et semi-stable à l'origine. 

Soit Uj j= 1.. .r,r+1.. .s , un recouvrement ouvert de X tel que 

-si j > r : Uj a* Dx D = (x,y| |x|̂ 1 , |y|^1} est un voisinage d'un point singu

lier dans XQ d'équations locales x.y = t (semi-stabilité) 

-si j^r Uj > D est lisse et Uj nXQ n'est pas vide. 

Posons |M|0(t) = 1 
r 

r 
1 Ujflf-1(t) 

w^w 

C'est une bonne métrique plus petite que ||a)|| (t) = j a) AO) t ̂ 0 . 

Il nous reste donc à estimer 

Ujflf'V) 
0) A 0) pour r + 1 û j ̂  s 

où w est de la forme : (fonction holomorphe) dx 
x 

Il faut donc évaluer : 

i / 1*|x|*| u 
dx Adx 

E ï 2 
= -2 log|t| C.Q.F.D. 

(Cette démonstration est due à G. Faltings). 

Pour en déduire le cas des variétés abéliennes quelconques, remarquons d'abord 

qu'en prenant une compact if icat ion désingularisée à la Hironaka et en intégrant 

sur le complémentaire de boules entourant les singularités des fibres, la métri-
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que modulaire est plus grande qu'une métrique définie pour tout t €S . 

On a donc facilement une des deux inégalités. Pour avoir l'autre (|a| = O((log)r) 

on prend une courbe lisse X^ dans la fibre générique , X un modèle 

de X̂  et J la jacobienne relative de X sur D , alors on a une suite exacte 

0 — • B—> J—> A — * 0 . 

Quitte à prendre un revêtement de S , J a réduction semi-stable : la métrique 

modulaire sur J ayant des singularités logarithmiques et celles sur A et B 

étant minorées comme plus haut, on en déduit que la métrique modulaire sur A 

(et même sur B ) a des singularités logarithmiques. 

B I B L I O G R A P H I E 

[Ar] S. Ju. ARAKELOV.- Intersection theory of Divisiors on an Arithmetic 

Surface., Math. USSR Izvestija vol.8 (1974) n°6, 1167-1180. 

[D-M] P. DELIGNE, D. MUMFORD.- Irreducibility of the space of curves of 
given genus, Publ. Math. I.H.E.S vol.36 (1969) , 75-109. 

[F] G. FALTINGS.- Arkelov's Theorem for Abelian varieties, Invent. Math. 
73, fasc.3 (1983), 337-348. 

[L] S. LANG. - Fundamentals of Diphantine Geometry , Springer Ver lag (1983). 

[Se] J-P.SERRE.- Coups locaux, Hermann, Paris. (1962). 

[Sz] L. SZPIRO.- Développements de la théorie d'Anakelov, Notes d'un 
Séminaire à l'Université de Columbia New York (avril 1983). 

Lucien SZPIRO 

Ecole Normale Supérieure 
Centre de Mathématiques 
45, rue d'Ulm 
75230 PARIS CEDEX 05 

28 



Astérisque

LAURENT MORET-BAILLY
Métriques permises

Astérisque, tome 127 (1985), p. 29-87
<http://www.numdam.org/item?id=AST_1985__127__29_0>

© Société mathématique de France, 1985, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la collection « Astérisque » (http://smf4.emath.fr/
Publications/Asterisque/) implique l’accord avec les conditions générales d’uti-
lisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou
impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=AST_1985__127__29_0
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


Exposé II 

MÉTRIQUES PERMISES 
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3.- Faisceaux inversibles hermitiens sur les variétés abéliennes. 
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0.- INTRODUCTION 

L'objet de cet exposé est (du moins à l'origine) la démonstration des résultats 

d'Arakelov [A] et Faltings [F] présentés dans l1 exposé I , à 1 exception nota

ble du théorème de "comparaison des volumes" (loc. cit., th.2) et de ses corol

laires, ce théorème faisant l'objet de lfexposé III. 

La présentation adoptée ici diffère de [A] et [F] par l'usage systématique de 

la théorie des déterminants d'images directes dérivées, résumée sans démonstra

tions au §1. L'importance de ces déterminants apparaît déjà clairement dans [F] 

via l'existence des "normes de Faltings" (théorème 4.13 ci-dessous) ; ils jouent 

ici un rôle multiple, "expliquant" à la fois 1'autodualité de la jacobienne 

(§2) et la théorie des intersections elle-même (définition 6.6), au moyen d'un 

accouplement introduit par Deligne (SGA 4, exposé XVIII). Cette unification 

culmine avec la formule de Faltings-Hriljac (6.15), rendue à peu près triviale 

par la présentation adoptée ici (§5) des hauteurs de Néron-Tate. 

D'une manière générale le §6, consacré à la théorie des intersections pro

prement dite, consiste essentiellement à "recoller les morceaux" des § précédents 

plus généraux, et, nous l'espérons, susceptibles (en particulier le §2) d'intéres

ser une classe plus large de géomètres. 

La définition des "métriques permises", donnée au §3 pour les variétés abé-

liennes et au §4 pour les courbes, constitue encore une différence notable avec 

[A] et [F] puisque la courbure n'y est mentionnée que pour faire le lien avec la 
définition habituelle. 

Enfin le lecteur prendra garde que la théorie des intersections adoptée ici 

repose sur le choix arbitraire de certaines "métriques bipermises" (définition 

6.0); cependant le théorème de comparaison des volumes,déjà mentionné, est 

valable pour un choix particulier de ces métriques (obtenu en imposant la condi

tion 4) de 4.11.4). 

Notations et conventions 

Les expressions "faisceau inversible" et "fibre en droites" sont considérées 

comme synonymes, un fibre en droites étant identifié à son faisceau de sections. 

Soient S un schéma et x : T — u n S-schéma. Pour tout S-schéma X 

(resp. tout 0̂ -module M) on note X̂ , (resp. Mp ou M̂ ) le T-schéma XxT (resp. 
S 

le (̂ -module x*M) . 

Si G est un S-schéma en groupes on désigne e^ : S—>G sa section unité. Si 

G et H sont deux S-schémas en groupes commutatifs on appellera, pour abréger, 
biextension sur GxH un faisceau inversible sur G*H dont le (G -torseur m 
sous-jacent est muni d'une structure de biextension de (G,H) par <Gm g au 

sens de SGA 7, VII. 
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1.- DÉTERMINANTS 

Nous rassemblons ici les résultats de [K-M] dont nous aurons besoin. 

Pour plus de sûreté, tous les schémas considérés sont supposés noethériens 

1.1.- Soit £ : X—>S un morphisme propre de schémas. A tout faisceau cohérent 

^ sur X , plat sur S , on associe dans [K-M] un -module inversible noté 

det Rf*^ 

(ou encore det RfCf) si S est affine) avec les propriétés suivantes : 

1.1.1. - det Rf i$ est fonctoriel pour les <uomoà.phÂAm2A * f d e 

^-modules cohérents. 

1.1.2.- det Rf*^ "commute à tout changement de base", i.e à tout diagramme car

tésien 

X1 u' »X 

f £ 
S1 u •S 

on associe un isomorphisme canonique 

u*(det Rfjt) ~ >det RflCu1**) 

avec une relation de compatibilité évidente pour les changements de base composés 

S"—»Sf—>S . 

1.1.3.- A toute suite exacte 

o 4 »-t" *> o 

de ĉ -modules cohérents plats sur S est associé un isomorphisme de (5̂ -modules 

det Rf*tf — d e t Rf*tf' H det Rf*^" 

compatible au changement de base et aux isomorphismes de suites exactes ; on a 

plus généralement une relation de compatibilité pour les "suites exactes de 

suites exactes", que nous n1expliciterons pas (cf. remarque 1.2.2 ci-dessous). 

1.1.4.- Soit E* = (0—»E°—»E1 > ^ K)) un complexe fini de 

(̂ -modules localement libnzA de KOLVIQ ^ÂJIL, muni d'un quasi-isomorphisme 

E*—•Rf**? (en dfautres termes, E" calcule "universellement" les Ô -modules 

R1^^ , au sens de [AV] , §5 ; par ailleurs, d'après loc. cit.,un tel complexe 
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existe toujours localement sur S ). On a alors un isomorphisme canonique, commu

tant au c hangement de base : 

det Rf,f — ® (det E1)®^1 . 
i=0 

(Ici et dans toute la suite, si E est un (5̂ -module localement libre de rang 

fini, on note det E sa puissance extérieure maximale). 

1.1.5.- Dans le cas particulier où les (̂ -modules Î f*̂  (i^O) sont localement 

libres (ce qui implique qu'ils commutent au changement de base) on déduit de 

1.1.4 un isomorphisme canonique 

det Rf,f _z_> ® (det j-frf )0("1)1 
i=0 

(où n>dimX) , en "convenant" bien entendu que le déterminant du faisceau nul 

s'identifie canoniquement à . 

1.1.6.- Notons X x / s ^ ^ ^a £°ncti°n localement constante xi—»x(^"x) sur S • 
Si cp€T(S,(3rg) alors la multiplication par cp dans *f induit d'après 1.1.1 un 
automorphisme de det Rf*̂ f ; celui-ci n'est autre que la multiplication par 

Xx/s (7) 

1.1.7.- De même si M est un (X-module inversible on a un isomorphisme canonique 

det Rf*(?8 f*M) — > (det Rf*?) 8 M 
iXx/s<W 

Remarques 1.2.-

1.2.1.— Le foncteur det Rf* s'étend à la catégorie dérivée des complexes 

"parfaits relativement à f" de ^-modules (SGA 6,111) ; en particulier on 

peut définir det Rf*^ dès que % est un ̂ -module cohérent, de tor-dimension 

finie sur S . 

1.2.2.- Une présentation rigoureuse de la théorie et en particulier de la compa
tibilité mentionnée à la fin de (1.1.3), exigerait que l'on définisse det Rf*^ 
comme un "faisceau inversible gradué, placé en degré Xx / s ^ ^ " 9 cec^ en rai-son 
de signes intervenant dans la compatibilité en question. Cela a pour effet, par 

exemple, que 1'ordre des facteurs dans le second membre de 1'isomorphisme 1.1.4 
(ou 1.1.5) a son importance si l'on veut décrire ces isomorphismes sans ambiguïté 
de signe. Toutefois, nous tairons dans la suite ces subtilités, les applications 

que nous avons en vue étant insensibles aux questions de signes. 
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Exemple 1.3.- Supposons (conme ce sera généralement le cas dans les applications) 

que X soit une couAbe, sur S , c'est-à-dire un S-schéma projectif et plat 
sur S à fibres purement de dimension 1. Soit DcX un diviseur relatif effec

tif (c'est-à-dire un sous-schéma fermé de X , fini et plat sur S et qui est 

un diviseur de Cartier sur X ). Si L est un (̂ -module <ln\)2ÀÀ4bl2.y on a une 

suite exacte naturelle (avec L(D) = L8 0̂ (D)) 

0 *L *L(D) >L(D)| •O 
'D 

d'où par 1.1.3 un isomorphisme canonique 

(1.3.1) det Rf*(L(D)) —^-*det Rf*L 0 det f*(L(D)| ) 
'D 

puisque, en vertu de 1.1.5 (et D étant fini sur S ) 

det Rf*(L(D)|D) = det f*(L(D) | ) . 

Remarquons d'ailleurs que si M est un faisceau inversible sur D , la Ytonma 
Njyg(M) peut se calculer par la formule 

ND/S(M) = det f*M 0 (det f*^)"
1 

de sorte que (1.3.1) peut se reformuler comme suit : 

(1.3.2) det Rf*(L(D)) = det Rf*L ®ND/S(L(D)) 0 det f ^ 

où ^ ^ ^ ( D ) ) désigne abusivement le faisceau n Q / S ^ L ^ I D ^ * 

Enfin, dans le cas particulier où D est l'image d'une hdoXÀûn Q : S—*X 

contenue dans l'ouvert de lissité de X/S , la formule (1.3.1) devient simple

ment (en identifiant Q au diviseur D = Q(S)) 

(1.3.3) det Rf*(L(Q)) = det Rf*L ® Q*L(Q) . 

De telles formules permettent de "calculer" det Rf*L pour L quelconque puisque 

si D est suffisamment ample, alors R1f*(L(D)) = 0 et f*(L(D)) est localement 
libre de sorte que l'on peut appliquer 1.1.5. 
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2.- AuTODUALITÉ DE LA JACOBIENNE 

2.O.- Dans tout ce § on désigne par S un schéma localement noethérien, et par 

£ : X »S une couAbe sur S , c'est-à-dire par définition un morphisme projec-

tif et plat à fibres géométriques connexes, non vides et de dimension 1. Nous 

supposerons de plus, sauf mention expresse du contraire, que f est £¿6-6e à 

fibres de genre g ̂ 1 

Pour tout n€Z nous désignerons par J la composante du schéma de Picard 

P*CX/S Paramétrant les faisceaux inversibles sur X de degré n dans les fibres, 

de sorte que Jn est un torseur sous JQ et que cette dernière (souvent notée J) 

est un S-schéma abélien de dimension relative g . Si l'on désigne, pour tout 

S-schéma T , par Pic ̂  (Xp/T) le quotient 

{faisceaux inversibles sur : = X x T , de degré n dans les fibres} 
1 S  

isomorphismes + action naturelle de Pic T 

alors on a un morphisme naturel injectif et fonctoriel en T 

Pic^fXp/T) >Jn(T) = Homs(T,Jn) 

Ll > cl(L) : T > Jn 

qui est surjectif pour tout T si et seulement si il existe sur XxJ^ un 
icUAce.au unlv&ueJt, c'est-à-dire un faisceau inversible 1!n tel que 

cl(U n) = idj €Hom(Jn,Jn) . 

Lorsque S est le spectre d'un corps k algébriquement clos, cette condition 

ésotérique signifie que pour tout point ^€Jn(k) , le faisceau inversible 

induit par K n sur } *X^X est dans la classe % . 

Un tel faisceau universel, s'il existe, est unique à tensorisation près par 

un faisceau provenant de Jn . 

2.0.1.- Supposons de plus que f : X *S ait une AtctLon a€X(S) . Alors il 
existe pour tout n un faisceau universel sur X* J , noté et caracté-

risé de manière unique par la condition supplémentaire d'être trivial sur 

a (S) x Jn<=Xx (pour f quelconque, les faisceaux universels existent donc 

localement pour la topologie étale sur S ). 

Le mode d'emploi de est le suivant : si T est un S-schéma, et L 

un faisceau inversible sur XxT , de degré n dans les fibres, considérons le 
diagramme (ici comme dans la suite, tous les produits, sauf mention expresse du 

contraire, sont fibres sur S ) 
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XxT 
dx x S 

XxJn 

t fT P2 

T 
s 

Jn 

où fT et p2 sont les secondes projections, aT la section déduite de a , et 

^ = cl (L) G Jn(T) . Alors on a un isomorphisme 

(2.0.1.1) (idxx (S)*U^)^L®£* a* L"1 

et même un isomorphisme canonique si l'on a choisi une trivialisation de U na 

sur a (S) x , ce que nous supposerons toujours. 

2.1.- Désignons par 

(2.1.1) V l * A Jg-i 

le morphisme suivant : si (Xp...,x p est un point de X̂  ̂  à valeurs dans 

un S-schéma T , ce point définit un diviseur (relatif à T ) x̂ +.. .+x̂ _̂  cX̂ , 
de degré g-1 dans les fibres ; on pose alors 

(2.1.2) wg_lcx1,...,x ^ - eue; (x1+...+Xg_1))€ J m . 

Conformément à l'usage, nous noterons 

(2.1.3) D c J g- 1 

l'image de w ^ (qui pour l'instant est seulement un fermé de l'espace sous-jacent 

à Jg_i3 • 8" 

2.2.- Soit % : Speck >J n un point géométrique de J 1 (i.e à valeurs dans 

un corps k algébriquement clos) et soit L un faisceau inversible sur X̂  
tel que cl ) - S • Pour °Lue £ Cou plutôt son image dans Jg_p appartienne 

à (H) , il faut et il suffit qu'il existe un diviseur effectif D (de degré g-1) 
sur X. tel que &Y (D) . En d'autres termes, ceci équivaut à 

H°(Xk,L> ) i O , ou encore puisque ) = 0 , à H (Xk,L̂  ) t 0 . 

2.3.- Soit alors ^g_i v*1 ^̂ Lc6ceoa ULVIÂJOQAAÇJL sur Xx et désignons par 

p2 : Xx *Jg-1 la secon<*e projection. Comme X est une courbe, on a 

R1??0!!̂  i = 0 pour i>2 , et la formation de Rp9lX + commute à tout 

changement de base. De plus : 
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LBME 2.3.1.-

(i) p ^ K ^ =0 

(ii) Supp(R1p2^Ug_1) = & 

Démonstration : La seconde assertion résulte de la caractérisâtion de © donnée 

en 2.2 : avec les notations de loc. cit. on peut prendre pour L le faisceau 

tUr^l * et l'on a alors (R1p? V - ) € = H
1 (XV,L^ ) . 

Pour la première assertion on remarque que le faisceau p 2 ̂ g_i sur Jg_-j 

est sans torsion, et que si % est un point géométrique de J _1 - @ on a 

(avec L'5 comme ci-dessus) H ) = 0 et a fortiori (p2 TjLg.̂ )̂  = ° • 

Or l'ouvert Jg_.j —©est cte-w-ôe dans J .j puisque les fibres de © sur S 

sont de dimension <g- 1 . Le faisceau P2*^g-i est ̂onc nu* Puisclulil est sans 

torsion et nul sur un ouvert dense.* 

2.4.- Notons U l'ouvert J .j — © de J ^ : alors les faisceaux R1p2 *Ug_-| 
(i^O) sont nuls sur U . Il résulte donc de 1.1.5 que l'on a un isomorphisme 

canonique 

(2.4.1) T u : (det R p ^ l ^ ^ - ^ © ^ • 

PROPOSITION 2.4.2.- L'̂ àomoiphUme. de (2.4.1) prolonge, zn un untquz komo-
mosipktbme. in j attifa dt (X -modwtej> 

g-1 

T : det Rp~ U , -> CT 

dont 1<l conoyau <u>t plat hux S at dz Auppont égal à © . 

2.4.3.- Il résulte de 2.4.2 que (H) se trouve muni d'une structure naturelle de 

sous-schéma fermé de J .j , qui est même un dt\)ÂJ>QjuJi Kzloutî  au-dessus de S . 
C'est ce diviseur que nous désignerons désormais par © , et la proposition 

2.4.2 se réécrit sous la forme d'un isomorphisme canonique 

(2.4.3.1) det Rp? IL , « QC ( - © ) . 
L* ë"1 Jg_-| 

Cet énoncé semble dû à Mumford. Notons que la formation de T (et donc du divi

seur © ) commute à tout changement de base S' — > S puisqu'il en est ainsi 

de Tu . 

Pour faire le lien avec la théorie classique il reste à voir que lorsque S 

est le spectre d'un corps algébriquement clos, le diviseur© ainsi défini est 
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KédusLt ; ceci résultera d'un calcul ultérieur (2.7.10) mais pourrait aussi se 

voir directement. En tout cas il est déjà clair que les fibres géométriques de 

(H) sont irréductibles puisque (H) est ensemblistement l'image de 

vi:x8_1—>Jg-i • 

Enfin, il n'est pas surprenant que 2.4.2 ne dépende pas du faisceau universel 

Ug-1 choisi : si M est un faisceau inversible sur Ĵ _̂  , on a un isomorphis

me canonique. 

det Rp2̂ (llg_1 0 p*M)^det Rp2.%-1 

résultant de 1.1,7 et du fait que 
XxxJg-i/Jg-i V P •0 • 

2.4.4.- Démonstration de 2.4.2 : L'unicité de T résulte du fait que U est 

schématiquement dense dans . Pour voir que T (supposé exister) est injec-

tif à conoyau plat sur S on se ramène, en vertu de EGA Oj , 6.6.18, au cas où 

S est le spectre d'un corps, où l'assertion résulte du fait que est un iso

morphisme . 

Il suffit de prouver l'existence de T après un changement de base fidèlement 

plat S' — • S , et nous pouvons donc supposer qu'il existe un sous-schéma fermé 

DcX 

qui est un dLLvLbejuA tiolxuLL̂  de degré g . Nous noterons alors CD) le 

faisceau ^g_i ® p^ ̂ (D) sur X x j ^ . La restriction de Lt^ (D) aux 

fibres de p9 : X* J 1 • J 1 est de degré 2g-1 donc on a 
L g-1 g-1 

(2.4.4.1) R1P2*Ug-1 CD) = O 

et p? IL 1(D) est localement libre de rang g sur J 1 . On a d'autre part 
*̂ & i g-» 

sur X x J une suite exacte naturelle 
o-1 О >U л л CD) >U л (D) т > о 

d'où compte tenu de (2.4.4.1) et de 2.3.1 (i), une suite exacte 

0 •p2.Ug-1(D) 
U 

•P2. "a-l^lnxl Л 
VP •0 • •0 

0 L1 

et le complexe 0 » L° u > \} *-0 est une "résolution de RP2*̂ "g-l" 
au sens de 1.1.4, d'où d'après loc. cit. un isomorphisme canonique 
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(2.4.4.2) det Rp9 U , — — > (det L°) 0 (det L 1)" 1 . 

De plus la trivialisation TY de (2.4.1) correspond via (2.4.4.2) À un isomor
phisme 

det L°. 
'U 

-+det L 
'U 

qui n'est autre que det ui (qui est bien un isomorphisme puisque R1p9 XL 1 

IU ^* G - ' est nul sur U). Celui-ci se prolonge par construction en le morphisme 
detu : L° » iJ , d'où le morphisme 

(2.4.4.2) 
T : det Rp? XL «—> (det L°) ® (det L 

1,-1 (detu)eid(detL1rl CT 
J T Jg-1 

annoncé en 2.4.2. Enfin on a 

Supp Coker T = Supp Coker(detu) = Supp Cokeru= Supp R1p? U _1 = © 

d'après 2.3.1 (ii), ce qui achève la démonstration. • 

COROLLAIRE 2.5.- Sote,nt n un e,ntteA, a e X(S) une, 6e,ctton (Identt^tez à &on 
image, dan* X ), £z houLbcemi univeAAel AUA X X J R t/Uvtal i>uJi ax 
(cf. 2.0), D le, dhiÂJ>ejjJi (g-n- 1)a t>ux X , T D : JR ~

 >Jg-1 ^ e m o / L P ^ > m ^ 
"tnan l̂atton pax cl&x(D)" . Désignant pax q2 :Xxj^—>J n £a 6e,conde, psioje,c-
tion, on a un iAomoïipluJime, 

det ̂ ^ U ^ 3 — 2 1 — > T * ^(-©) 0M 

où © £e dlvsUejuA &UK Ĵ _̂  dé t̂nl e,n 2.4.3 et où M eô£ un ia^Ucemi tnveA-
bXble. provenant de, S , le, âî dean &UK S cohAeApondant étant 

(a^/S^^ 8" 1 1^ 8" 1 1" 1^ 2 ou ^/s'^X/S ĉ <4̂ we ̂  tfa^eou. daall&ant de, X/S . 

Démonstration : Considérons le diagramme 

i dX^TD 
,XxJ X x J s - i 

«1/ 
an «2 

A 1 
g-1 P2 

*1 

Jn 

5 

V I 

x 

où a n et a .j sont les sections déduites de a. Le morphisme TD€ (Jn) 

est par définition la classe du faisceau inversible U ^ h a* CL (D) sur X x J 
r n 1 A n 

Comme ce dernier est trivial sur an(Jn) , on déduit de (2.0.1.1) un isomorphisme 
(2.5.1) (idxxT )*U

C a ) - U ( a ) ®q^ x(D) . 
g-1 n 
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Pour tout m G TL posons pour abréger (m a) = ûna)-UW в qî<5>a) , 
et considérons la suite exacte naturelle 

0 >U^((m-1)a) >UCa)'(ma) >№(ma)| o 
n n n 'an(Jn) Comme n 

x dx v 
est trivial on en déduit un isomorphisme canonique 

det Rq^(l^a3(ma)) = det ((m" 1)a)) ® ^X/S^J 

grâce à 1' isomorphisme d'adjonction a*^(a) £*a*((o~jg) , d'où par récurrence 

(2.5.2) det Rq2 (l^Cma)) = det Rq2 0 (a*<4;sm(m+1)/2) . 
* * n 

Appliquant cette formule avec m = g - n - 1 , il vient 

det Rq2 = det Rq, №)(D)i . f . ^ ^ " 1 ^ . 

= det Rq ( ( ^ y * ^ ) 8 M 

= T* Rp2 \L^\ ® M (changement de base) 

= T* Q\ (- <S>) в M (2.4.3.1). • 

2.6.- Lorsque n = 0 , la théorie classique polarise J = J0 à l'aide du diviseur 
T* <Q) ; ceci justifie, compte tenu du corollaire ci-dessus, les constructions 
qui suivent. 

Pour tout aeX(S) nous poserons 

(2.6.1) 6Ca) = (det Rq2̂ U(a)J"1 

(cf. 2.5) : c'est un faisceau inversible sur J . Si L est un faisceau inversi-
ble sur X , de degré 0 dans les fibres, alors la "valeur" de 0 J au point 
cl Le J(S) est donnée par la formule 
(2.6.1.1) ê }T =(det Rf*L)~1 0 (a*L)®1"g ; 
Ceci résulte de (2.0.1.1) et 1.1.7. 

Pour tout S-schéma abélien A , notons At = Pic^g = Ext1 (A,Gm le ̂ual de 
A (qui est un schéma, au moins si A est localement projectif sur S) . Le 

(al 
faisceau inversible 0̂  J sur J définit un morphisme ([AV], §6) 
(2.6.2.) *Ca) : = CPQ(a) : 
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qui à xçJ associe la classe de T* 0^ ^ ( Q ^ ^ , où T x désigne la trans

lation par x . 

LEMME 2.6.5.- 11 existe un unique mosiphit>me de Ackemcu abélienA 

<S> : J >JZ 

qui, poLUI tout S-Ackéma T et tout point a€X(T) , Induit peut changement de 
fal t bote le molphtime <K J : JT >Jj, de (2.6.2) . 

faï 
Démonstration : Appliquons la construction de $ K J au point a = id̂  : X—*X à 
valeurs dans le S-schéma X . Nous obtenons un morphisme 

City 
» : j x — . j j 

et il est immédiat que pour tout S-schéma T et tout aeX(T) , le morphisme 

$ ^ : J •J1' est induit par $^dx) vîa ie changement de base a : T — > X . 

Il suffit donc de voir que provient d!un S-morphisme (évidemment unique) 
de J vers J , ou encore, par descentê que 

prî$(idX> =pr*$(idX) : tytf—, 

or ces deux morphismes coïncident sur la diagonale de X x x et notre assertion 
résulte donc du lemme de rigidité [GIT] , Proposition 6.1, et du fait que les 
fibres de X sont géométriquement connexes. | 

DÉFINITION- 2.6.4.- Le morphisme * : J > J1 de 2.6.3 est par définition la 
poloJÛÂatJjon canonique de J . 

Remarque 2.6.4.1.- Nous n'avons pas encore montré que $ est une polarisation, 
au sens de [GIT],6.3 : il reste pour cela à voir que le faisceau 0V J de 

2.6.1 est ample relativement à S . Notons toutefois que 2.5 implique que 
0V J a des sections puisque © est un diviseur effectif : par suite, en vertu 

de [AV], p.60, il suffit de voir que $ est une ibogénie. Bien entendu, nous 
constaterons plus loin que $ est un isomorphisme, c'est-à-dire une polarisation 

principale : ceci montrera au passage que le diviseur © n'est pas multiple 

non trivial d'un diviseur sur J i et que ses fibres sont donc réduites 

(puisqu'irréductibles). 

2.7.- Comme = Pic ° / c par définition, et que J a une section (la section 
unité ej : S—>J) , le produit Jx J est muni d'un faisceau universel, le 

iaibceau de Poinca/ié que nous noterons , soumis à la condition d'être trivial 

sur ej(S) x . La polarisation canonique $ détermine, et est déterminée 

par, le faisceau inversible 
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(2.7.1) jfo: = (idjx «*(<?) 

sur J x J ; si ̂ > : T —>J est un point à valeurs dans un S-schéma T , alors 
$0f) se déduit de <fe par la formule 

(2.7.2) $(|) = classe dans J^T) du faisceau inversible 

(idTx/|)*(̂ ) sur JT = JxT . 

On se propose maintenant de "calculer" (fe (en termes de la définition de J 

comme jacobienne de X ). D'abord, tout comme , & est muni d'une structure 

naturelle de biextension (SGA 7 VII), c'est-à-dire que si x1, x2, y1, y2 

sont des points de J , on a des isomorphismes canoniques 

(2.7.3) (x1+x2,yj Cxl,y1) * ̂ x2,7l) 

*Cx1,y1+y2) = x1>y2 f f 6(x1>y2) 

assortis de propriétés d'associativité, de commutâtivité et de compatibilité que 

le lecteur devinera ou trouvera dans loc. cit. 

Lorsque X admet une section a e X(S) on a par définition $ = tp ( . 

(2.6.2) et l'on déduit de la propriété universelle de j un isomorphisme canoni

que 

(2.7.4) &= m*e(a) a' pr*eCa) 0 pr*eCar 0 (e*xJ eCa))JxJ 

où m est l'addition de J et ejxj la section unité de Jx J , de sorte que 

^eJxje^^Jxj est l'i^-ge réciproque sur JxJ du ©̂ -module (det Rf*©^)~^ , 
(al 

comme il résulte de la définition (2.6.1) de 6 
Soient L et M deux faisceaux inversibles sur X (ou plus généralement sur 

XxT , où T est un S-schéma), de degré 0 dans les fibres, et calculons le 
^-module inversible Q^^L cl M) ' M^^re" ̂ e ̂  au~*dessus du point de 
(J x J) (S) défini par L et M : 

LENME 2.7.5.- On a un £àomon.phi!>me. canonique. 

^(clL clM) = (det Rf.CLeM))"10det Rf*L0detRf*M 0 (det Rf*̂ )"*1 . 

Démonstration : a) Supposons d'abord donnée une section aeX(S) : on a donc 

en vertu de (2.7.4) : 

(2.7.5.1) ^(clL,clM) 
-e(a) 

cl(L0M) 
e(a)-1 
cl L 

x1>y2 2 

cl M 
3 (det Rf*^)"1 
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Mais, par définition de e ( a ) et compte tenu de (2.0.1.1), on a 

6clL = (det ̂ (LQf* a* L"1))"1 

= (det Rf^L)"1 8 a* L®1~g (1.1.7). 

Reportant dans (2.7.5.1) et simplifiant, on obtient la formule annoncée. 

b) Ne supposant plus l'existence d'un point a, désignons par X et y les deux 
membres de l'égalité 2.7.5. Le calcul ci-dessus appliqué, après le changement 
de base f : X —>S , à la section a = — > X x X , fournit un isomorphisme ca

nonique de 6̂ -modules 

f*X = f*M 

d'où un isomorphisme canonique 

f*f*X = f*f*M 

d'où le lemme puisque f*6̂  = donc *̂̂ *̂  =^ pour tout ©̂ -module localement 
libre Ь . • 

COROLLAIRE 2.7.6.- Solent x et yeX(S) [conbidihzb à Ы ^olb comme. Atctlonb et 
comme, dlvlàeu/u бил X ) eX boit L an с̂илсели Invcrulble. шп. X , de, de.gtié. 
0 danb leA ^АЬкел. Aie АЛ on a un ibomoKpkibme, canonique, de. Ô -moduleA InveA-
д1Ыел 

^ciL.ciefcCx-y)) =y* L » X* L _ 1 • 

Démonstration : On applique 2.7.5 à M = 6r(x-y) , en utilisant les formules 
(N désignant un faisceau inversible quelconque sur X) 

det Rf* N(x) = det Rf*N ® x*N(x) (1.3.3) 

det Rf* N(-y) = det Rf*N ®y*N~1 

Le détail du calcul est laissé au lecteur. • 

2.7.7.- Notons que la formule 2.7.5 met en évidence la bymitnie, de la biextension 
; cette propriété est d'ailleurs satisfaite par toute biextension sur Jx J 

qui est localement de la forme (idjx ФМ)*С?) , où M est un faisceau inversi
ble sur J . 

D'autre part le second membre de 2.7.6 est "linéaire" par rapport à L : 
ceci reflète l'une des deux lois de composition (2.7.3). 

2.7.8.- Soit a€X(S) et soit L comme dans 2.7.6. Considérons, au-dessus du 
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S-schéma T : =X—£-»S , le faisceau inversible Lj. sur X T déduit de L, et les 

points 

x = iĉ  : T = X —*X 

y = le point "constant" X — ^ S — ^ X . 

Alors le morphisme cl OC (x-y) : T—n'est autre que le plongement 
traditionnel 

(2.7.8.1) Ja:X< *J 

zi »clQ̂ (z-a) . 

Si nous appliquons 2.7.6 à cette situation (après le changement de base 

T—>S) les deux membres de loc. cit. sont des faisceaux inversibles sur T=X . 

Le second membre a même classe dans J = Pic°/g que L ̂  ; le premier s'obtient 

en restreignant à {cl L} xj (d'où un faisceau inversible sur J) , puis en 

prenant l'image réciproque de celui-ci par j : X e—> J . Or par symétrie, 

fô|{clL}xj ~ |̂Jx{clL} et r̂ sulte ̂ e C2-7-2) Que la classe de ce faisceau 

dans = Picn'est autre que 0(clL) . En d'autres termes, la classe dans 
J du premier membre de 2.7.6 est 1 ' image de cl L par le morphisme composé 

. * 

(2.7.8.2) J—-—» Jt = PiCj/3 " »Pic^/g = J 

Le corollaire 2.7.6 affirme donc dans ce cas que j* $(clL) = cl L ^ 

Bien entendu ce calcul est valable également si L est un faisceau inversible 

sur Xp, , où T' est un S-schéma quelconque. En résumé 

PROPOSITION 2.7.9.- Sotf. a€X(S) . AZoïu ld composé j * o $ de. (2.7.8.2) n'eAt 
auJjie. que. -idj . m 

COROLLAIRE 2.7.10.- (i) Le. moipkume. $ : J — d e . 2.6.3 eMt une. poùvuAaAÂjon  
pàUncÂpaZe.. 

(ii) Le CLLVLSQJUA <@ <= Jg_^ de. 2.4.3 eMt à Â̂bKeM geométAl-
qumznt ¿jvte.Qh.eA. 

Démonstration : (i) On se ramène par changement de base fidèlement plat (par 

exemple f : X—*S) au cas où X(S) ï 0 , et l'on applique 2.7.9 (qui montre que 

$ est un isomorphisme) et la remarque 2.6.4.1. L'assertion (ii) résulte également 

de 2.6.4.1. • 

2.7.11.- Nous allons maintenant généraliser 2.7.6 à des diviseurs de la forme 
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.r 

1=1 
(x.-y.) où x., y. e X(S) . Pour cela remarquons que, grâce à la structure 

de biextension de Sb , on a des isomorphismes canoniques 

^cl L, cl (M.® M~)) "^(clL ,clMJ0 ^(clL,clM2) * 

Si T est un S-schéma et x^, ŷ (1 < i< r) des points de X à valeurs dans 

T , considérons le diviseur D=2L(x.-y.) sur Xy : alors on déduit de 2.7.6, 
i=1 1 1 

par linéarité, un isomorphisme (pour tout faisceau inversible L sur XT , de 
degré 0 dans les fibres) 

(2.7.11.1) il 
nm.cie: a») 

r 

i=1 
(y^L®x?L_1) . 

LEMME 2.7.11.2.- V û>omon.pKUme. (2.7.11.1) nz dépend peu de Votidsie de* xi et 
de* ŷ  . 

Démonstration : Prouvons par exemple l'invariance par permutation des x. . 
Les ŷ  étant considérés comme fixés, notons a(x̂ ,...,xr) 11isomorphisme 
(2.7.11.1). L'assertion du lemme signifie que pour toute permutation a de 
{1,...,r} , le diagramme 

a(x1,...,x ) 

*(clL , clOL (D)) 

r 

i=1 
(y£L 0 xî L"1) 

aCxo(1j,...,xo(r)) 
r 

•»—tf -
i=1 

(y? L 0 x* L"1) 

est commutâtif, la flèche verticale résultant de la commutâtivité du produit 

tensoriel. Nous pouvons nous placer dans la situation "universelle" où T est 
r r 

le S-schéma X et où x^ : X » X est la i-ième projection. Le diagramme 

ci-dessus est alors un diagramme d'isomorphismes de faisceaux inversibles sur 

Xr . Comme (fr)*((̂ v) = &c (où fr : Xr >S est le morphisme structural), il 
X r suffit de voir que ce diagramme commute au-dessus de la "diagonale" X<=—»X 

définie par = ... =x . Nous pouvons, en d'autres termes, supposer que les 
x- sont égaux, auquel cas l'assertion est triviale. I 
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2.8.- Extension à certaines courbes singulières 

2.8.O.- Nous supposerons maintenant que le schéma de base S est localement 
noethérien, régulier, de dimension 1 et (pour simplifier) connexe. On conserve 
les hypothèses de 2.0 sur la courbe f : X—*S t>auh la lissité : on suppose 
seulement que la fibre générique de f est lisse, que ses fibres géométriques 

sont réduites et que leurs seules singularités sont des points doubles ordinaires. 

On sait alors (Raynaud) que la "composante neutre" du foncteur de Picard de X/S 

est représentable par un S-schéma en groupes lisse, séparé et de type fini 

J *S . Si l'on désigne par UcS le plus grand ouvert de S au-dessus 

duquel X est lisse, alors la restriction Jy de J à U est évidemment la jaco-

bienne de X̂ /U , et en fait J s'identifie à la composante neutre du modèle 

de Néron de sur S . 

Le schéma en groupes J paramètre, en un sens analogue à 2.0, les faisceaux 

inversibles sur X qui sont de dcgné. 0 bun. chaque, composante, de chaque fibre. 
En particulier si T est un S-schéma et Lp un tel faisceau sur Xp on a 

un S-morphisme cl L : T — » J , qui détermine L à tensorisation près par un 

faisceau provenant de T . 

Si f a une action aeX(S) , alors il existe sur X* J un faisceau uni

versel , trivial sur a (S) x J dont le mode d'emploi est le même qu'en 2.0 
(formule (2.0.1.1)) . 

2.8.1.- Comme X̂  est lisse sur U , la jacobienne Jy est munie d'une 

polarisation canonique : Ju—""""^u (2.6.3) ; de façon équivalente on a sur 

JJJX un faisceau inversible &^ (2.7.1) muni d'une structure naturelle de 
btcxtcnAton. 

Si T est un schéma et G et H deux T-schémas en groupes commutatifs, notons 
BIEXT (G,H) la catégorie des biextensions sur GxH (cette catégorie est notée, 
à équivalence près, BIEXT(G,H ; G m j) dans SGA 7). On a le résultat élémentaire 
suivant, qui est un cas particulier de SGA 7, VIII, 7.1.b) : 

PROPOSITION 2.8.2.- Soient GetH deux S-Ackema* en gtwupeA LUAQA commutatlfa 
à X̂bn,eM connexe* . Alosu le, ioncteuJi de, KeAt/Uctlon a U 

Ry : BIEXT (G,H) > BIEXT(Gy,Hy) 

QJ>£ une, équivalence, de, catégorie*. 

Démonstration : Pour tout schéma Y et tout sous-schéma Z de Y , désignons 

par PICRIG(Y,Z) la catégorie des ô̂ -modules inversibles munis d'une trivialisa-
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tion au-dessus de Z , les morphismes étant les IbomotipklAmeA respectant les tri

vial isations. 

LEMN1E 2.8,2.1.- Sol&nt p : Y—*S un S-4 c hé ma £cà.6e à {XbneA connexe, e : S—>Y 

une. &e.ctlon de, p . A&m le, {onoXeuJi natxxsieZ de. Mê t/uxitlon 

PICRIG(Y,e(S)) > PICRIG(Yy,e(U)) 

eMt unz équivalence, de. catégonle .̂ 

La preuve du lemme est laissée en exercice ; on utilisera les faits suivants 

(où "diviseur" signifie diviseur de Cartier) : 

a) Comme Y est un schéma régulier, tout faisceau inversible (resp. tout diviseur) 

sur Yy se prolonge à Y . 

b) Comme p est à fibres connexes,tout faisceau inversible (resp. tout diviseur) 

sur Y trivial (resp. nul) sur Yy provient de S ; un tel objet est trivial 

(resp. nul) si et seulement si sa restriction à e(S) est itou. I 

2.8.2.2.- Revenons à la proposition. Notons d'abord qu'une biextension est trivia-

lisée le long de la section unité e : S—*-GxH , d'où un foncteur "oubli des lois 

de composition" 

BIEXT(G,H) >PICRIG(GxH, e(S)). 

a) Le foncteur R̂  est pleJLn.eme.nt £ldèle.. Soient E et F deux objets de 
BIEXT(G,H) . L'application naturelle 

Horn (E, F) >Hom(Eu,Fu) 

est évidemment inject ive puisque GyXHy est dense dans GxH .Un morphisme 

de Ey dans Fy se prolonge, d'après 2.8.2.1, en un morphisme des faisceaux rigi-

difiés sous-jacents à E«t F , qui est automatiquement compatible (toujours par 

densité) aux lois de composition de E et F , C.Q.F.D. 

b) Ry est eA*zntleJLle.meyit &uAje.ctli. En effet soit Ey une biextension sur 
GyxHy .Le faisceau rigidifié sous-jacent se prolonge, d'après 2.8.2.1, en un 

faisceau rigidifié E sur GxH. Les deux lois de composition partielles de 

Ey s'interprètent comme des isomorphismes de faisceaux rigidifiés convenables sur 

GyxGyxHy et GyxHyxHy , par exemple 

m*Ey - ^ p r ^ E y ® pr^Ey sur GuxGuxHu 

où m est l'addition de Gy . Appliquant de nouveau 2.8.2.1, on en déduit deux 

lois de composition sur E , pour lesquelles les axiomes de biextension sont 

automatiquement vérifiés par densité. I 
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Remarque 2.8.2.3.- Dans l'énoncé de la proposition 2.8.2, il suffirait en fait que 

l'un des deux groupes G et H soit à fibres connexes ; cela résulte du fait 

qu'une biextension est trivialisée non seulement sur la section unité eQK^ > 
mais même sur ê x H et G x e^ . 

2.8.3.- Revenant à la situation de 2.8.1, nous déduisons de 2.8.2 l'existence 

d'une unique, biextension /J) SUA Jx j , prolongeant (î^ , et qui est aussi 

l'unique prolongement rigidifié de (̂j , au sens du lemme 2.8.2.1. 

Supposons que f ait une section a € X(S) . A partir du faisceau universel 
lL ( a ) sur Xx J , on peut définir, comme en (2.6.1), le faisceau 

(2.8.3.1) 6 ( a ) = (det Rq 91X
( a )r 1 

sur J , où q2 :XxJ J est la seconde projection. 

LENME 2.8.4.- Avec les hypothèses et notations ci-dessus, on a un Isomorphisme 
canonique [ou m : Jx J—*-j est Vaddition de J ) 

8- m *e ( a ) « Pr* e ( £ ° - 1 0 Pr* 9
( a ) _ 1 0 (e5X J e ( a ) ) j x j 

prolongeant VIsomorphisme (2.7.4) défini au-dessus de U . 

Démonstration : Il suffit de remarquer que le membre de droite est un faisceau 

inversible rigidifié sur JxJ , qui prolonge grâce à (2.7.4). | 

COROLLAIRE 2.8.5.- Soient L et U deux, faisceaux inversibles sur X , de degré 
0 dans chaque composante de chaque iXbre. Alors on a un Isomorphisme canonique 
de -̂modules Inversibles 

^cl L cl M) ~ ( d e t R^CLaM))"1 3detRf.L0detRf.M0 (det Rf* Ô^)"1 , 

prolongeant Visomorphisme 2.7.5 défini sur U . 

Démonstration : La question étant locale sur S pour la topologie étale (puis

qu'il s'agit de prolonger un isomorphisme déjà défini sur U ) nous pouvons sup

poser que f a une section a£X(S) . On peut alors utiliser le lemme 2.8.4, 
et il suffit de répéter la partie a) de la démonstration de 2.7.5. • 

COROLLAIRE 2.8.6.- Soit r un entier >1 et soient x^9 y\ (1£i£r) des sec
tions de f : X > S contenues dans V ouvert de Usslte de f , et telles \ue 
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r 
D = i (x. - y.) soit de degié 0 dans chaque, composante, de. chaque, Aibie. Alois, 

i=1 1 1 

роил tout L comme, dans 2.8.5, on a un isomorphisme canonique. 
r 

4clL.ciera») =®/yÎL8x!L- 1) 

pH.oZjonae.ant VibomoKphibme (2.7.11.1) лик U (et рам, suite, comme, ce. deAnien., 
Indépendant de. V ondxe de* x i et des ŷ  (2.7.11.2)). 

Démonstration : Ici encore la question est locale sur S , et nous pouvons donc 

supposer que S est local de point fermé s . Nous pouvons de plus supposer, 
en vertu de (2.7.11.2), que les x^ sont ordonnés de telle sorte que pour tout 

i€{1,...,r} , x. et y. rencontrent la même composante de la fibre X~ , de 

sorte que nous pouvons parler du point cl CC(x. - y.) G J(S) . 
Rappelons que 11isomorphisme (2.7.11.1) était défini par linéarité, à partir 

du cas r = 1 et de la structure de biextension de ̂  . Comme <J3 est la bi-

extension prolongeant &^ , nous sommes ramenés au cas où r = 1 .Le calcul 

est alors le même que dans 2.7.6, compte tenu de 2.8.5 ci-dessus. • 

2.9.- Perspectives 

Soit X — — > S comme en 2.0, où f est supposé lisse. Alors Deligne 
(SGA 4 XVIII. 1) associe à deux ^-modules inversibles L et M quelconques 
un &g-module inversible noté <L,M> , dont la formation commute à tout changement 
de base et qui est "bilinéaire" en ce sens que l'on a des isomorphismes foncto-
riels 

<L,№| ®M2>e*<L,M^> ® <L,M2> 
(2.9.1) 

<L1 0 L2 ,M> c* <L1 ,M> ® <L2 ,M> . 

De plus si DcX est un diviseur relatif effectif, on peut lui associer pour 
tout M un isomorphisme canonique 

(2.9.2) <(^(D),M>=*ND/S(M|D) 
où N Dy S désigne la norme. 

La méthode de loc. cit. consiste essentiellement à partir de la formule 

(2.9.2) pour D "suffisamment ample", et à prolonger l'accouplement "par 

linéarité". On constate en fait que l'on a, pour L et M quelconques 

(2.9.3.) <L,M>̂ det Rf*(L®M) ® (det Rf* L)"1 ® (det Rf*M)~1 ®detRf*D^ 
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ce qui fournit une définition a priori de <L,M> ; toutefois la bilinéarité n'est 

pas immédiate sur cette définition et il faut, pour l'établir, faire le lien 

avec (2.9.2). 

Dans le §2, nous avons essentiellement défini l'accouplement <L,M,> lorsque 

L et M sont de degré 0 dans les fibres, par la formule 

(2.9.4) < L » M > = ^ ; L , c l M ) 

(cf. 2.7.5). La bilinéarité résulte dans ce cas de la structure de biextension 

de ïb 9 c'est-à-dire, essentiellement, du "théorème du carré" sur J : cet 

argument ne s'applique plus lorsque L et M sont de degré quelconque. 

Bien entendu la formule (2.9.2) permet d'étendre la définition de <L,M> au 

cas où f : X >S est seulement supposé propre et plat. Il y aurait donc lieu 

d'établir la bilinéarité de <L,M> , ainsi défini, sous des hypothèses 

"minimales" : il semble que ce soit possible en tout cas lorsque les fibres de 

f sont des courbes localement de Cohen-Macaulay, la démonstration suivant de 

près celle de SGA 4 moyennant quelques précautions dans le maniement des diviseurs 

relatifs et des "systèmes linéaires". L'auteur remercie vivement L. Breen 

d'avoir attiré son attention sur SGA 4, loc. cit ; nous espérons revenir sur ces 

questions. 
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3.- FAISCEAUX INVERSIBLES HERMITIENS SUR LES VARIÉTÉS ABELIENNES 

Dans ce numéro on se place sur le corps С des nombres complexes. 

THÉORÈME 3.1. - On peut, d'une manière, et d'une seule, associe*, à tout couple 
(A,L) où A est une variété abélienne SUA d et L un îhhJé en droites SUA 
A , un ensemble non vide TT(A,L) de métriques kermitlennes C°° positives SUA 

L , de sorte que les conditions suivantes soient vérifiées : 

(i) si и : L -—•M est un isomoApklsme de fibres SUA A , alon> 
TT(A,M) = U(TT(A,L)) . 
(ii) TT(A,A x(C) est l'ensemble des métriques constantes SUA le &ihré trivial 
AxC . 
(iii) TKA.L^ ®7r(A,L2)c7r(A,L1 ®L2) . 
(iv) si f : В — M est un moApklbme de vaAlétés abéliennes et si L est un ̂ l-
bré en droites SUA A , alors f*7r(A,L) crr(B,f *L) . 

3.2.- Notons tout de suite que (i), (ii) et (iii) impliquent (en faisant 

L 2 = L^ dans (iii)) la propriété suivante : 

(v) si P0€TT(A,L) , alors TT(A,L) est l'ensemble des métriques XpQ , où 

X parcourt 

En conséquence, les inclusions dans (iii) et (iv) sont des égalités. 

Soient A une variété abélienne et L un fibre en droites sur A . Notons 

5)̂ (L) le fibre sur A 3 défini par 

2>3(L) : = P l 2*3 L0 p.,*2
L"1 в Р-,*зЬ"1 0 P2*3L~1 0 pj L0 p* L в p* L 

où p T : A
3—*A est défini pour le {1,2,3} par pT(x1,x9,x-) = z 

l i i L b i € I i . 

Le théorème du cube ([AV], §6) implique alors que ̂ (L) est trivial. On peut 
donc parler de métriques hermitiennes constantes sur ̂ (L) (rappelons qu'une 

trivialisation de 2^(L) est unique à multiplication près par une constante) ; 

d'autre part à toute métrique p sur L est associée de façon naturelle une 

métrique 2)3(p) sur ̂ (L) , et les conditions (i) à (iv) de 3.1. montrent que 

si p€Tr(A,L) alors ©3(p) est dans тт(A3, <D̂(L)) donc est constante. 
D'autre part, si ̂ (p) est constante et si p' = Xp est telle que OD^CQ1) 

soit constante, X : A ^]R>0 étant une fonction C°° (ou simplement continue) 
alors X vérifie 
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X(x+y+z)X(x)X(y)X(z) _ 

X(x+y)X(x+z)X(y+z) 

donc l'application (x,y) I > X(x+y)X(0) de ¿2 dans R e§t z_bilinéaire 

X(x)X(y) > u 

donc égale à 1 et par suite X/X(0) est ZZ-linéaire , donc égale à 1 . Nous 

sommes donc acculés à la définition suivante : 

DÉFINITION 3.3.- ÏÏ(A,L) est l'ensemble des métriques p sur L telles que la 

métrique ^Cp) sur 2^(L) soit constante. 

Ceci établit l'assertion d'unicité de 3.1. Il est d'autre part immédiat que 

ir(A,L) ainsi défini vérifie les conditions (i) à (iv), et il reste à voir que 

tt(A,L) est non \)¿d<¿. On en trouvera une démonstration directe dans [MB], II, §2; 

ici l'on va plutôt faire le lien avec un autre point de vue : 

3.5.- A une variété analytique complexe X , un fibre en droites L sur X 

et une métrique hermitienne cf° p sur L , on associe ([G-H]) la {̂ohme de cou/ibuAt 
K de la métrique p : c'est une forme C°° fermée de type (1,1) sur X , 

et l'on a les propriétés suivantes : 

3.5.1.- (i) Si (L1,p1) et (L9,p7) sont isométriques alors K = K 
\ \ i ¿ ^ 1 ^ 2 

(ii) Sur le ¿̂bfií tsúvÁjoüL XxC , les métriques constantes sont à courbure nulle ; 
la réciproque est vraie si X est compacte connexe. 

(iii) K _ = K + K 

P l 0 p 2 P 1 p 2 

(iv) Si f : Y —*X est holomorphe alors K£* = f . 

La courbure K p se calcule localement de la façon suivante : soit U un 

ouvert de X et soit s une section holomorphe partout non nulle de L sur U . 

Désignons par ||s|| la norme de s (de sorte que ||Xs||p=|X| ||s||p): alors 

||s|| est une fonction C°° sur U , et l'on a, sur U ([G-H],p.142) : 

(3.5.2) Kp = 9 81og ||s||J 

Enfin la classe de cohomologie [Kp] € HDR(X) ne dépend que de L et non de 

p ; plus précisément ([G-H] p.141) : 

(3.5.3) C l (L) = [ ^K P]6h2 R(X) . 

Dans le cas particulier où X = A est une variété abélienne, il en résulte 
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qu'une métrique p sur le fibre trivial A* C est constante si et seulement si 

la forme est invariante par translations (exercice : une forme exacte in

variante par translations est nulle). Ceci suggère : 

PROPOSITION 3.6 .- TT(A,L) e*t V ensemble, de* métrique* p Sun L telle* que, la 
(1,1)-̂ ол/ие Kp soit invoquante, рак tnjanslotLons ; de, plu* TT(A,L) e*t non vide,. 

Désignons par TT4A,L) l'ensemble des métriques à courbure invariante sur L . 
Il est immédiat que les propriétés (i) à (iv) de 1.1 sont vérifiées pour TT'(A,L). 
Il en résulte que тг' (A,L) CTT(A,L) ; d'autre part, TT'(A,L) est non vide en 
vertu de théorèmes généraux ([G-H],p.148). | 
(Le lecteur sachant montrer directement que TT(A,L) est non vide fera l'économie 

de loc. cit. en montrant de façon élémentaire que ir(A,L)c тг ' (A,L) : il suffit 
pour cela de calculer ^ en fonction de Kp et d'exprimer que ^ =0), 

DEFINITION 3.7.- On appelle mitAÂjque* peAmise* sur L les éléments de TT(A,L) . 

Remarque 3.8 : Si L est un fibre en droites sur A , le fibre 

(3.8.1) 5̂ (L) : = Pl*2L ® p* L"1 0 p* L~1 ® e*xAL 

sur AxA admet une structure naturelle de bte,xte,nslon. On vérifie alors qu'une 
métrique p sur L est permise si et seulement si la métrique sur 
£>2(L) déduite de p est compatible à cette structure, c'est-à-dire si les 
deux lois de composition 

2 (х,у) 2 (х,у) X Z ^CL)(x.y+z) 

2 (х,у) 24 '(y,z) S2(LVy,z) 

sont compatibles à la métrique S^p) 

Remarque 3.9.- De même soit L un fibre en droites sur A , algébriquement équi

valent à 0, et posons ï = L®Lê^ . Alors X (ou plus exactement le fibre 

épointé L*=L - (section nulle)) admet une structure naturelle d'extension de 
A par Cx . Une métrique p sur L est alors permise si et seulement si la 

métrique p sur L déduite de p est compatible à la structure d'extension, ou 
en d'autres termes si le fibre en cercles unités de L* associé à p est un 

sous-groupe de L* . 
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Remarque 3.10.- Le théorème 3.1 reste vrai si l'on remplace les variétés abélien-

nes par les torseurs (espaces homogènes principaux) sous les variétés abéliennes, 

i.e si dans la condition (iv) de 3.1, on n'impose plus à £ d'être un morphis

me de groupes. Cela revient en effet à vérifier que si T x : A »A désigne 

la translation par x e A , alors 

T* TT(A,L) = TT(A,T* L) . 

C'est immédiat en termes de courbure. On peut aussi raisonner de la façon sui

vante : si P€TT(A,L) , considérons la métrique -î̂ (p) de 3.8. On peut la 
restreindre à {x} xAcAxA : on obtient ainsi la métrique déduite naturellement 

de p sur le fibre T* L ® L~̂  ®^ L~̂  ®^ L e . Ce dernier s'identifie à 
^ _i _i A -y 
M = M®M 1 où M = T* L ® L . D'après 3.8, <2)9(p) est compatible à la structure 

Œ EA Wy 1 

de biextension de <S?(L) ; par suite la métrique sur M déduite de p est com-
patible à la structure d'extension de M . En d'autres termes (d'après 3.9) 

la métrique T* p % p~̂  sur M est permise, donc T*p est permise puisque p 

l'est. 
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4.- FAISCEAUX INVERSIBLES HERMITIENS SUR LES COURBES 

4.0.- Soit X une courbe propre, lisse et connexe de genre g>1 sur C , 

et soit J = Piç£/£ sa jacobienne. Alors (§2) J est munie canoniquement d'une 

poZxvU âtlon principale, que l'on peut voir, au choix, comme : 

(a) une classe ample r§x€NS(J) = Pic (J) /Pic
0 (J) (groupe de Néron-Severi de J) 

si a€X((C) , c'est la classe du faisceau ê a-* de 2.6.1. 

(b) un isomorphisme $ Y : J -^J
t (noté $ en 2.6.3) : si M est un faisceau 

-e (aï inversible sur J appartenant à la classe ̂ x (par exemple M = e ) , alors 

$x= % (2.6.2). 

(c) une forme positive de type (1,1) sur J , invariante par translations, 

liée à ̂ x par 

nx : = c.| (̂  x) € H
1 '1 (J) = {(1,1) -formes invariantes sur J} 

Pour tout point a de X (cette expression désigne dans ce n°, sauf mention 

expresse du contraire, un point de X(C)) , on a un plongement (déjà rencontré 

en (2.7.8.1)) 

(4.0.1) j a : X< >J 

xi *cl(^(x-a) . 

Comme x est ample sur J , on a 

(4.0.2) degx j*(^x) >0 

(en fait, ce degré est égal à g) et en conséquence on peut considérer la 2-forme 

sur X 

1 
(4.0.3) u : = j* TW 

degj*(^x) 

qui est une (1,1)-forme positive, indépendante du choix de a puisque nx 

est invariante par translations ; on l'appelle fame, canonique, sur X et elle 
définit une métrique hermitienne sur X , dite mitAÂjque. canonique, (nous n'utili
serons pas cette dernière, ce qui nous dispense de préciser les conventions). 

Par construction, u x vérifie 

(4.0.4) \ u x = 1 ; 
X 

elle est définie "classiquement" par la formule suivante : si (w1f...,w ) est 
n 1 

une base de H^X,^) , orthonormale pour le produit hermitien 
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(4.0.5) (a,B)' > i алВ 

alors on a 
(4.0.6) M X = ¿ Д w-.w. 

(nous n'aurons pas à utiliser cette formule). 

4.1.- Si M est un faisceau inversible sur J , nous dirons que M est poùxsu.-

ba.Yvt si sa classe dans NS(J) est multiple (rationnel ou entier, cela revient 
au même puisque ̂ S^ est principale) de la classe Д х . De façon équivalente : 
Cj(M) = Xnx (AelR; en fait XeTL) , ou encore : si p est une métrique релтХле 
(3.7) sur M , alors sa courbure К est multiple de -2тт1пу (à cause de 

P 
(3.5.3)). 
THEOREME 4.2.- Avec 1ел notation* de 4.0 et 4.1, on peut, d'une manière et d'une, 
benle, aAAoclen. à tout Â̂JOKQ. en droite* L ьиг X un ensemble non vide TT(X,L) 
de métrique* keAmltlenne* C°° po*ltlveM *ur L , de *onte que. le* condition* 
*ulvante& * о lent vérifiée* : 

(ï)Sl u : L-^M e*t un l*omorphlbme alor* U(ÏÏ(X,L)) = тт(Х,М) 
(ii) тг(Х,ХхС) e*t V ensemble de* métriques con*tante* бил XxC . 
(iii) 7г(Х,Ц) 0 7T(X,L2)CZTT(X,L1® L 2) . 

(iv) SI aGX et *l M e*t un {Xbré pobxAÂ̂ awt (4.1)4аЛ J , alors 

j*7r(J,M)cTr(X,ĵ M) 
où j : Xe—>J e*t le plongement (4.0.1) et où TT(J,M) e*t détint en 3.1. a 

Ici comme au §3 on remarque que (i), (ii) et (iii) impliquent : 

(v) si P0£TT(X,L) alors тг(Х,Ь) est l'ensemble des XpQ où \ e et par 

suite les inclusions (iii) et (iv) sont des égalités. 

Démonstration de 4.2 : Fixons d'abord açX . Si L est un fibre en droites sur 

X , il existe un entier n (par exemple n = g , cf. (4.0.2)) et un fibre pola

risant sur J , tel que deg Ja ̂  = deg(lfn ) . Remarquant alors que 

j* : Pic°J ^Pic°X 

est un isomorphisme (2.7.9) on voit que l'on peut même imposer Ф £ М
П ^ Ь Ш » E T 

M n ainsi défini est unique (pour n donné). Il suffit alors de poser 
(4.2.1) TT(X,L) = (j^(J,Mn))®1/n . 
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Il est immédiat que ir(X,L) ainsi défini ne dépend pas de n (car on a 

Mjm=Mn ) ni de a (en vertu de la remarque 3.10 et du fait que 

jjj = Tci©̂  (a_b) ° 4' • ̂  vérification des propriétés (i)-(iv) est dès lors 

triviale. | 

Remarque 4.2.2.- Lorsque g = 1 , on obtient deux ensembles TT(X,L) de métriques 

sur L , en considérant X soit comme courbe (4.2), soit comme torseur sous 

une variété abélienne (3.10). En fait ces deux ensembles coïncident (ce qui jus

tifie la notation) puisque dans ce cas le plongement j de (4.0.1) est un iso-
a 

morphisme. 

4.3.- Lien avec la courbure.- Gardons les notations de la démonstration ci-dessus. 
Si p est une métrique permise sur Mn , alors la courbure Kp est multiple 
de -2ïïinx (4.1), et par suite il résulte de (4.2.1) que si a€ïï(X,L) , la 
courbure KQ est multiple de la (1,1)-forme de (4.0.3). Comme d'autre part 
on a 

-1 
2iîr , 

Ka = deg L (3.5.3) 

= 
X 
(deg L)u (4.0.4) 

on en déduit plus précisément que 

(4.3.1) K = -2rrr(degL)uY . 

Inversement si a' est une métrique sur L dont la courbure est de la forme 
aux (a€C) , alors ct= -2rrr degL par le calcul ci-dessus, et a' ® a"1 est 
une métrique à courbure nulle sur le fibre trivial, donc est constante, et par 
suite a!€7r(X,L) . En résumé 

PROPOSITION 4.4.- Soit p une métrique *uA le {Xbfie L *UK X . Le* condition* 
suivante* *ont équivalente* : 

(i) P€ir(X,L). 

(ii) La counbuKe K e*t p^oponiionneiZe à la C1,1)-̂ o/twie uY de (4.0.3). 
P A 

(iii) Kp = -2i7r(degL)ux . | 

DÉFINITION 4.5.- On appelle métXÀjque* penmibe* sur le fibre L sur X les éléments 

de TT(X,L) . 
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Remarque 4.6 : Arakelov [A] (suivant une idée de Parshin) part d'une (1,1)-forme 

v quelconque sur X vérifiant v = 1 , et considère ensuite comme permises 
JX 

les métriques p sur L vérifiant Kp = -2iir(degL)v . On obtient ainsi, 

pour tout fibre L , un ensemble de métriques Tr̂ (X,L) vérifiant trivialement 
les propriétés (i), (ii) et (iii) de 4.2 et Arakelov montre encore que TTV(X,L) 

est non vide.. Bien entendu la propriété (iv) de 4.2 n'est vérifiée que si 

v = u x . 

DEFINITION 4.7.- Soit L un fibre en droites sur Xr (r > 0) . Une métrique 

sur L est dite r-peAml&e si pour tout plongement j : X > Xr tel que l'un 

des composés pr^ o j (1<i<r) soit l'identité de X et que les autres soient 
constants, la métrique j*p sur j*L est permise. 

Remarques 4.8.- Il est immédiat que si p' et p" sont deux métriques r-permises 
sur L , le rapport p'/p" est constant. 

Si p̂  (resp. p2) est r-permise sur (resp. L̂ ) alors P-|®p2 e s t : r-permi-

se sur ®Î 2 • 

Si L est un fibre en droites sur X et p£ïï(X,L) , alors pour ie{1,...,r} 
la métrique pr|p sur pr|L est r-permise. 

Nous dirons blpeAmlbe pour M2-permise". 

4.9.- Considérons sur XxX la diagonale A : Xe—>XxX , considérée à la fois 
comme plongement de X et comme diviseur sur X x X . Le faisceau inversible 
0^xX(A) est muni d'un isomorphisme de symétrie 

(4.9.1) o : ̂ X x X(A) s*<3̂ xX(A) 

induisant l'identité le long de A , où s : XxX—*XxX désigne l'échange des 
facteurs. 

THÉORÈME 4.10.-

(i) Le faisceau ®^xX(A) admet une métnlque btpeAmt&e. 

(ii) Toute métnlque blpenmlse SUA ^^^A) est compatible à VisomotiphÂAme de 
symétnle (4.9.1). 

(iii) VOUA toute métnlque bipenmJj>e p Sun. ®5cxXCA) , la métnlque A*p sur 
A*C x̂X(A) = oô 1 est penml&e. 

Démonstration : L'assertion (ii) résulte de l'unicité à constante près des métri
ques bipermises. Pour la même raison il suffit d'établir (iii) pour une métrique 
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bipermise particulière. 

4.10.1 Fixons un point aeX et considérons sur XxJ le faisceau universel 

U(a) _Ua (2.0.1) trivial sur {a}xj . Par définition de la polarisation 
canonique, le ©̂ -module inversible 

6(a) = (det Rq7 U(a))"1 

où q2 : XxJ—>J est la seconde projection, est polarisant (2.6) : munissons-
le d'une métrique permise p . 

Considérons alors le morphisme 

(4.10.1.1) $ : XxX *J 
(x,y) > clô^(x-y) 

Je dis qu'alors la métrique ty*p sur \\)*Q est bipeAmLbe. Pour y fixé, en 
effet, la restriction de à Xx {y} = X n'est autre que le morphisme 
j : Xe *-J de (4.0.1), et l'on applique la caractérisât ion 4.2 (iv) des métri

ques permises. Pour x fixé, la restriction de y a {x}xX est le morphisme 
-j , et l'on a Jx ' 

( - y * e(a) = j * [-1]* e(a) , 

or le fibre [-1]* 9 e s t algébriquement équivalent à 0 ^ donc polarisant, 
J 

et la métrique [-1]*p sur ce fibre est évidemment permise, d'où notre assertion. 
J 

LENME 4.10.2.- Avec la* notcutionà cÂ.-da>*iu>, on a 

^0(a)c 0^X(A) 0 pr^Ca)^1"»5 G p r ^ C a ^ ^ V î ^ x • 

Démonstration : Considérons le diagramme 

X3 = XxXxX 
idyX ]p 

- Xx J 

H2 

J XxX 

Pr2 3 aalAi A2 

où, par définition, 

A.j(x,y) = (x,x,y) 

A2(x,y) = (y,x,y) 

aa(x,y) = (a,x,y) . 
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On a : 

^*U C a ) =ip*(detRq9 U
( a V 1 (définition de 6 ( a ) ; 

= (det R pr2 ̂  (id^x )̂* (changement de base). 

Or, le morphisme est caractérisé (2.0.1.1) par la propriété que 
(idxx^)*lt(a) « a 3 ( A r A 2 ) 0 pr*3a; O ^ - A , ) 

= ^ 3 ( A 1 ~ A

2 )
 0 Pr2 3 C p r2 0 p r 1 ^ x ^ " 1 ) • 

Il suffit dès lors de calculer det Rpr23 (id^x )̂* en appliquant les 

règles du §1 , en remarquant que A2C(A-|) = ̂ ^(A) e t °lue Â Ô CÀ-j) = pr^w^ . | 

4.10.3.- Il résulte en particulier de 4.10.2 que : 

^ x X ( A ) <* ip*0Ca) 0 pr* L1 0 pr* L2 

où L1 et L9 sont deux fibres sur X . Si l'on munit ces deux derniers de métri-

ques permises, et ip*e de la métrique bipermise \p*p , on obtient bien une 

métrique bipermise sur ®^xX(A) grâce à 11isomorphisme ci-dessus. De plus les 

métriques bipermises obtenues sur les trois faisceaux du second membre ont toutes 

la propriété que leur restriction à la diagonale est permise : c'est clair pour 
les deux derniers, et pour cela résulte de la remarque que la restriction 

de il; à A est le morphisme nul : la métrique ]p*p induit donc une métrique 
constante (et par suite permise) sur le fibre trivial A*i(;*6 

Nous avons donc fabriqué, sur (^X(A) , une métrique bipermise dont la res

triction à la diagonale est permise, ce qui prouve (i) et (iii). | 

4.11.- Supposons désormais {Ixée une métrique bipermise sur <^ x X(A) (en 
ce qui concerne le choix de cette métrique, voir 4.11.4 ci-dessous). Si a est 
un point de X , alors la restriction de ^XxXCA) à {a} x X s'identifie cano-
niquement au fibre ®̂ (a) sur X , de sorte que ce dernier se trouve gratifié 
canoniquement d'une métrique permise, que nous noterons p ^ . Par additivi té, 
on en déduit sans peine la proposition suivante : 

PROPOSITION 4.11.1.- Une falò iXxée une métnlque blpenmlòe pA òuK ^ X ( A ) , 
on peut, d'une. manière et d'une òeule, aòòoclen. à tout dlvlbeuA D AUA X 
une métnlque penmlòe p̂  òun. Q̂ (D) , de honte que te* conditio nò òulvante* 
ò oient nzallAéeò : 
(i) la métnlque pQ oòòocJAe au dlvl&eun, nul eht la métnlque évidente òun. le 
Â̂JonJé tnlvlal. 
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(ii) Si et D 2 sont deux diviseurs SUA X , les métriques P D $ P D d 

PD1+D2

 4 e ^ ^ ^ P 0 ^ 2 ^ P^ l'Isomorphisme naturel ^(D^) ® ̂ x^V — * ^ D 1 + D2^' 

(ii) Si D eA£ réduit à un point a e X , pD est la métrique p ̂  dé-
^̂ûi/ce ei-dessus. 

Remarque 4.11.2 : Si l'on multiplie p par une constante X> 0 , alors pD 

est multipliée par X & : en particulier, si degD= 0 , alors pD est 

indépendante du choix de p̂  . 

4.11.3.- La métrique choisie p̂  sur ̂ Y^CA) permet de définir une métrique pri-
viligiée p sur le fibre cotangent o)Y de X , grâce à 11 isomorphisme naturel 

A*#xxx^ • Cette métrique est permise en vertu de 4.10 (iii). De plus, 
pour tout point a € X , on a un isomorphisme naturel de C-espaces vectoriels 

(4.11.3.1) Cto)x)a«((̂ (-a))a 

hérité du précédent, et il résulte des définitions que cet isomorphisme est une 

Âsométrie lorsque l'on munit u)x (resp. Q£(-a)) de la métrique p̂  ci-dessus 

(resp. de la métrique P_(aj associée au diviseur -(a) sur X) . En d'autres 
termes le morphisme "résidu" : 

(4.11.3.2) Resa : cûx(a)a~^C 

est une isométrie. Ceci aura pour conséquence immédiate la formule d1adjonction 
sur les surfaces arithmétiques (6.11 ci-dessous). 

4.11.4.- Le fibre ^ x X ( A ) est muni d'une section canonique, que nous noterons 
ŝ  , et dont le diviseur est A . La norme de cette section (pour la métrique 
fixée p̂  ) est donc une application continue 

(4.11.4.1) G : XxX 

définie par G = P̂ CS 3̂ > et possédant les propriétés suivantes : 

(4.11.4.2) 1) G est C°° et > 0 en dehors de A , et est nulle à l'ordre 1 
le long de A , au sens suivant : si z est une équation locale 

de A au voisinage de xQe A , alors G= |z|u où u est C°° et 
> 0 au voisinage de x Q ; 

2) G(x,y) = G(y,x) pour (x,y)€XxX ; 

3) la (1,1)-forme (39)x log G(x,y) coïncide avec -iïï prïj u x 

où M x est la (1,1)-forme sur X définie en (4.0.3). 
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L'assertion 1) est immédiate ; 2) résulte de 4.10 (ii), et 3) de la caractérisa-

tion des métriques permises en termes de courbure donnée en (4.3.1), et de la 

formule (3.5.2) pour la courbure. 

Réciproquement, une fonction G:XxX—*^>Q possédant ces propriétés définit 

une métrique bipermise sur O^A) , par la condition G = p̂ (ŝ ) . Bien en

tendu , changer p̂  en Xp̂  (X > 0) conduit à remplacer G par XG . 
Toujours est-il que le choix de la métrique p̂  équivaut au choix d'une 

fonction G vérifiant les conditions 1) à 3) ci-dessus. Or Arakelov [A] montre 

(ou plutôt affirme) que l'on peut inposer à G la condition supplémentaire 

4) Pour tout x€X , on a J logG(x,y)(ux)v = 0 
X 

qui, bien entendu, la détermine cette fois de façon unique. La fonction G 

ainsi obtenue est appelée fonction de, Gn.e,en sur XxX (voir plus loin, exposé 
III). Notons que l'assertion d'Arakelov entraîne que quel que soit le choix 

de G vérifiant 1)-3) , l'intégrale J logG(x,y) (uY) est indépendante de 
X A y 

xeX . On pourrait encore imposer, au lieu de 4), la condition 

4') sup G(x,y) = 1 . 
(x,y)€XxX 

Cette convention aurait pour effet (anticipant sur la suite) que si et 

D2 sont deux diviseurs effectifs sans composante commune sur une surface arith

métique, les termes locaux de l'intersection d'Arakelov ^ sont tous > 0 . 

Enfin, si a et b sont deux points de X (et p̂  étant fixée), munissons 

^(a) de la métrique p ^ définie en 4.11, et désignons par s a la section 

canonique de ^(a) (dont le diviseur est a) . Alors il résulte des définitions 

que 

(4.11.4.3) G(a,b) = P(a)(sa(b)) . 

4.12.- Normes de Faltings sur det RT(L) . 

On suppose filxée. une. £ol& pouJi toutes une métrique bipermise p̂  sur 

^XxX^ ' e t 1 ? o n cno^-s:'Lt de plus une norme, heAmitÂJinne, sur 

det RT(^) = (Ag H1(X,(TX))
V 

= Ag H°(X,o)x) 

(un choix naturel est la norme déduite du produit hermitien (4.0.5) sur H°(X,wx)). 

On se propose, à partir de ces données, d'associer canoniquement à tout 

faisceau inversible L sur X muni d'une métrique permise p , une norme her
mit ienne sur det RT(L). Plus précisément 
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THÉORÈME 4.13.- (Faltings) Sou* le* hypothè*e* de 4.12 , on peut, d'une manière 
et d'une *eule, a**ocler à tout couple (L,p) où L est un ^Ibré en droite* 
*ur X et Q une métrique permise *ur l , une norme hermltlenne X(L,p) *ur 
det RT(L) [la norme de ValtbiQ*), de manière que : 

(i) *l (L,p) e*t le {Ibrè trivial muni de *a métrique naturelZe, alors X(L,p) 
e*t la norme choisie *ur det RT((̂ ) . 

(ii) SI u : (Lpp^) -e^->(L2,p2) est une Isométrle, alors 

det RT(u) : (det RTCL.), X(L1,pl)) > (det RT(L 2), X(L2,p2)) e*t une Isométrle. 

(iii) SI a e*t un point de X , VIsomorphisme naturel (1.3.3) 

det RT(L(a)) -^-> det RT(L) ®L(a)0 

est une Isométrle lorsque Von munit, det RT(L) (resp. det RT(L(a))) de la norme 
X(L,p) (resp. X(L(a), p® P(a))) ^ â dïwlte L(a)a de la norme InduJXe par 
P ®P â) \ P(a) dé*lgne la métrique *ur ^(a) dé£tnle en 4.11 à Valde 
de pA . 

Remarques 4.15.1 : 

a) Si u : (L̂ ,p̂ ) * (L2,p2^ Multiplie les normes par a>0 , alors XRT(u) 

multiplie les normes par a^L1^ : ceci résulte de (i) et du fait que 1 u est 
une isométrie. De même on a, pour a >0 : 

X(L,ap) = ax(L)X(L,p) . 

b) Si l'on multiplie par a>0 la norme choisie sur det RT(£̂ ) , alors toutes 
les normes X(L,p) sont multipliées par a ; on pourrait donc se dispenser 
du choix d'une norme sur det RT((9C) , en affirmant seulement l'existence d'une 
norme canonique sur det RT(L) 0 (det RT(<̂ .)) 

c) Si l'on multiplie par a>0 la métrique p̂  sur &%xX̂ ^ » alors X(L,p) 

est multipliée par cfm où m est l'étrange entier 

m = xq)(x(L) - 1) -g(g-1) 
2 

= deg L (deg L + 1 - 2g) 
2 

On laisse la vérification au lecteur, qui prendra garde que, dans (iii), le choix 

de p̂  intervient (par l'intermédiaire de p^) des deux côté* de 1 'isomorphis
me utilisé. 
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Démonstration de 4.13 : 

4.13.2.- Si E est un ensemble et r un entier >0 , appelons mot de longueur 
r sur E un élément de l'ensemble (Ex{+1,-1})r .Un tel mot sera noté 

Q.| ... Q r (Q̂  £E ,ei €{+1,-1}) . On définit la composition des mots par juxtapo

sition. 

Soit T un (E-schéma réduit de type fini. Si w = Q̂  .. .Qr est un mot sur 

X(T) , on note D^ le diviseur Z sur Xp . On définit alors par récur

rence sur r une métrique X(w) sur le fibre det Rp* de la manière 

suivante (p : Xp—> T étant la projection naturelle) : 

-si r=0 , alors w est le mot vide , ®^(DW) = et X(w) est déduite 

de la métrique fixée sur det RT©^} . 

-si r>0 et e r =+1 , alors w = w'Qr où w
1 est de longueur r-1 . On a 

un isomorphisme naturel 

(4.13.2.1) det Rp^(D w) -~-»det Rp*<9̂ (Dw,) eQ^O^CD^ 

et l'on impose à celui-ci d'être une isométrie pour les métriques respectives 
X(w) et X(w') ® Q* : ceci définit X(w) sans ambiguïté, 

w 

- si r>0 et e r = -1 , alors w = w'Q~1 d'où D , = D

w + Q r > et l'on a 

(4.13.2.2) det Rp.O^CDw.) = det Rp. CD^ 3QJ<3^CI>W.) l 

on impose alors à cet isomorphisme de respecter les métriques X(w') et 
A(w) 8 Q*pn  

r Dw' 

4.13.3.- Il est immédiat que lorsque T = Spec (C , alors notre norme X(w) doit 
coïncider avec la norme *(^G\P»PDW ) s i celle-ci existe. Ceci établit 
l'assertion d'unicité de 4.13, car tout fibre hermitien (L,p), où p est permise, 
est isomorphe (avec sa métrique) à un certain (Ĉ (D),p̂ ) 
L'existence résultera des deux lemmes suivants : 

LEMME 4.13.4.- La métrique X(w) бит det Rp*(2̂ (Dw) ne dépend que. du dlvlbeun. 
D w 

On obtient donc, pour tout diviseur D sur Xp qui est combinaison linéaire 

de sections, une métrique sur det Rp*Û̂ (D) , que nous noterons X(D) . 

LEMME 4.13.5.- Soient D̂  et D2 deux dlvlbewu бил X . 
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SI u : ((^(D^, pD ) —^^(c^CD^, pD ) est une ibométrie, alors det RT(u) 
est une ibométrie роил Les normes XCD̂ ) et X(D2) et-dessus. 

Bien entendu, on définit ensuite X(L,p) du théorème par la condition que 

X(0^(D),pD) = x(D) pour tout diviseur D . 

4.13.6.- Démonstration de 4.13.4 : invariance par contraction : Soit r>2 et 
e1 er 

soit w = Q1 ...Q tel qu'il existe i<r-1 avec Q. =Q. 1 et £.=-£.-. 

Désignons par w le mot de longueur r-2 obtenu en supprimant et dans 

w , de sorte que Dl_=D . Alors il résulte immédiatement de la définition de 

X(w) que les métriques X(w) et X(w) sur det Rp.Ô CD̂ ) coïncident. 

4.13.7.- Démonstration de 4.13.4 : invariance par permutation : Le groupe symétri-
e1 er 

que (5r opère sur les mots de longueur r en envoyant w = .. .Qr sur 

aw = Q^^... Q 0 ^ ^ Pour tout аеб г . On a évidemment D^ = D w et, pour 

achever de prouver 4.13.4, il suffit de voir que X(aw) = X(w) . 

Bien entendu on peut se limiter à la situation "universelle" suivante : 
r r le schéma de base T est X , et Q. est la i-ième projection pr^ : X —^X . 

Il résulte alors du lemme 4.13.8 ci-dessous que dans ce cas les métriques 

X(crw) et X(w) sont r-permibes (4.7). Elles coïncident donc à une constante 
multiplicative près, et par suite il suffit de voir qu'elles coïncident en un 
point de X r . Ceci nous ramène au cas où les sont égaux, qui résulte à 
son tour de l'invariance par contraction. | 

LENME 4.13.8.- Posons T = X n (n*0) et soit w = Q^1.. .Q^r , où ^ 
où chacun des : X n—>X est soit constant, soit Vune des projections naturel
les. Mors la métrique X(w) sur det Rp.CC (D̂ ) est n-permise au sens de 
4.7. 

Démonstration : (par récurrence sur r ) . L'assertion est triviale si r=0 . 

Si r>0 , traitons le cas e r = +1 (l'autre étant entièrement analogue). On a, 

par définition de X(w) , un isomorphisme de fibres hermitiens 

det Rp.e^cv = det i w y v e (çc^av 

où w' =Q1 ...Q - .11 suffit donc de montrer que la métrique Q*pD est 

n-permise. 
Le diviseur D est combinaison linéaire de sections constantes w 

{a} x ̂ cXxX n (ae X(C)) et de sections à± : X
n —*X xXn (i = 1,... ,n) définies 
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par A^Cx^.. ,xn) = (x i,x 1.. ,xn) . Par suite la métrique Pj^ est (n+1>permi-

se, ceci parce que p̂  est bipermise. Lorsque Q r : X
n—»X est constant, il en 

résulte bien que Q*PD est n-permise. Lorsque Q r est la projection 

pr^ : X n —»X , correspondant à la section Â  , nous sommes 

ramenés à l1étude des fibres hermitiens suivants : 

A* & JaxX n) = pr*CC(a) i X x Xn 1 X + métrique p (a) 

: Ai Çf (A.) = pr*. (A) + métrique p 
XxX 3 1 J XxX 

A? Çf „CA-) = pr! L*& (A) + métrique A*pA 1 XxXn 1 1 XxX 

et chacune de ces métriques est n-permise (4.10). 

4.13.9.- Démonstration de 4.13.5 : Nous pouvons, dans l'énoncé de 4.13.5, ajouter 

un même diviseur à D̂  et D2 (ceci se vérifie encore sur la définition de X(w)),et 

ainsi nous ramener au cas où deg D̂  = deg D2 = g - 1 . Notons que dans ce cas 

on a det RT(ou) = det RT(u) pour tout a€(E* puisque xC^Œ-j)) = 0 i nous 

allons donc montrer en fait que tout l&omoKpfaUme. (non nécessairement hermitien) 
u :Ĉ (Dp ——>0(D2) induit une isométrie sur les det Rr . 

Fixons un diviseur E de degré assez grand, de telle sorte que D̂  et D2 

soient tous deux de la forme E - (Q-| + ...+Qn) (Q^€X) . Considérons le diagramme 

n i dX x * Xx X - >XxJ 

f 
A^\ p q2 = seconde projection 

Xn ï > j \ 
g-1 

ou : 
P(Q,Qr...,Qn) = (Qr...,Qn) 

*(Qr...,Qn) = cl(?
/

x(E-Q1-...-Qn) 

(Q-,,...,Qn) = (Q,,Q1,...,Qn) • 

Soit D le diviseur ExXn-A1 - . . .-A sur XxXn et soit U , un fais-
1 n g-1 

ceau universel quelconque sur Xx j . Par définition du morphisme , on a 
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(T X x x na»~(iV*
3* V i ® P * M 

où M est un faisceau inversible sur X11 . On en déduit un isomorphisme (rap

pelons que "xest nul dans les fibres") 

det Rp*Qr CD)« ф* det Rq2 U (- © ) (2.4.3.1) 
XxX * *» g-1 

et il suffit de voir que la métrique X(D) sur le membre de gauche provient 
par ф* d'une métrique sur O' (- (S)) 

Jg-1 
Lorsque l'on identifie J ^ à JQ par une translation convenable, le faisceau 
1̂ " 6St ̂ °̂ ал̂ ау1̂  (c?est la définition classique de la polarisation 

canonique ; cf. aussi 2.5). D'autre part, le composé de ф avec tout plongement 
X* *Xn du type utilisé en 4.7 est de la forme -j (4.0.1) pour a convenable. 
En conséquence, si l'on munit СГ (- © ) d'une métrique permise p (au sens 

J g-i 
des variétés abéliennes), alors la métrique ф*р est n-penmu>e (cf. 4.10.1 à 
propos de -j ) a 

D'autre part il résulte de 4.13.8 que X(D) est également n-permise. Quitte 
à modifier p par une constante on peut donc supposer que X(D) = ф*р , ce qui 
achève la démonstration. I 

La démonstration qui précède a un sous-produit utile : 

PROPOSITION 4.14.- Soient n un entier, a un point de X . Considérons &иЛ 
XxJn le faisceau universel triviatisé hur {a}xJn , et munisbonb-le 
de V unique métrique kermitienne p compatible à la trivialisation et permise 
JSUT Xx pour tout ^è€J n . Soit q 2:XxJ n—kJ^ la seconde projection. 
Mors la métrique X(p) bur det Rq2 &*t permise. 

Démonstration : Lorsque n = g-1 cela a été vu à la fin de 4.13.9. Pour n quel

conque, posons D = (g-n - 1)a sur X : alors on a construit en 2.5 un isomor
phisme canonique 

det Ъ г У Р - T D °з (-в)в(о,/а
к 

g-1 
pour к convenable ; le lecteur est alors invité à suivre la démonstration de 
loc. cit. pour se convaincre que 1'isomorphisme ci-dessus est compatible aux 
métriques, la métrique sur ©1 (- О ) étant celle déduite du cas n = g-1 , 

Jg-1 
et par suite permise. I 

COROLLAIRE 4.14.1.- Soit fa la biextension 4оЛ Jx J définie en (2.7.1) Munis-
Aons-la de bon unique métrique permise compatible à ш trivialisation à Vorigine 
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de Jx J (ou ce qui. teviewt au même,, compatible, à ACL Â£/WLC£U/LQ. de bJJLxtQ.vu»lon). 
Alosu 4̂  L e£ M Aont deux £cuucejaux Jui\>vibXbl<u de. dngKo. 0 -6uA X mun̂ 6 
cie mé&vuqueA peAml&eA, Z1 ÂAomoJvpkUme. 

(̂clL clM) = det ̂ ^ M T 1 0 det RTCU ® det RTCM) fidet RT(̂ )~1 

du £emme 2.7.5 <u>t une u>omoJJvl<i. 

Démonstration. Soit a un point de X , et soit le faisceau universel sur 
X x J trivial sur {a} x J . Munissons-le de la métrique "normalisée" définie 
en 4.14 : on obtient une métrique sur 

0(a) = (det Rq?lia))"1 (2.6.1) 

qui en vertu de 4.14 est permise. Dfautre part, on a un isomorphisme canonique 
(d'où Ton tire celui de 2.7.5) sur Jx J : 

$ = m*9(a;)® pr^^3'1 0pr*e(a)"1 % (det Rr(£>x))~xj (2.7.4) 

et il s'agit donc simplement de comparer la métrique de & à la métrique sur le 
second membre déduite de celle de 0 J .Or ces deux métriques sont permises 
et il suffit donc de les comparer à l'origine de J x J . Le second membre de 
1'isomorphisme ci-dessus est canoniquement trivialisé à l'origine et 1'isomorphis
me est compatible aux trivialisations : il suffit donc de voir qu'il en est de 
même des métriques, ce qui est clair pour le membre de droite et est vrai aussi 
pour ¿5 par hypothèse. I 

4.15.- Normes de Faltings et dualité 

Soit L un fibre en droites sur X muni d'une métrique permise p : on a 
par dualité de Serre un isomorphisme canonique 

(4.15.1) 6L : det RT(L) det RT(L~1® ô ) 

Une fois faits les choix de 4.12, les deux membres sont munis canoniquement 
(grâce à 4.13) de leurs normes de Faltings. On a alors la compatibilité attendue : 

PROPOSITION 4.15.2.- VUomoKphÂAma ôL de (4.15.1) <u>t une. ÂAomètJvLe.. 

Démonstration 

4.15.3 : Cas où deg L =g - 1 . Soit un faisceau universel sur XxĴ  ^ 

et soit q2 :Xxj ^ —*Jg-1 *a seconde projection. Considérons l'involution 

0 : V i J«-1 
аф = cl(ov) 
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et posons Л = det Rq9 1С 1 = СГ (-©) . On a par dualité de Serre un iso-z* g"1 Jg_-| 
morphisme 

о-»/ : Л ~ >а*Л 

de faisceaux inversibles sur . De plus Л est muni canoniquement d'une 
métrique de Faltings (on rappelle que si degL = g-1 , alors X(L,p) ne dépend 
pas de p ) dont nous avons vu (4.14) qu'elle est релт-tie. Par suite ô î 

Ug-1 

respecte les métriques à une constante multiplicative près, mais comme pour tout 

L le composé 
ô ô —1 

det RT(L) - >det RT(L"1 ®аз) L 0 a ) > det RT(L) 
est l'identité, cette constante vaut 1, C.Q.F.D. 

4.15.4.- Pour déduire le cas général du cas de degré g-1 il suffit de voir que 

si Q est un point de X , alors 4.15.2 est vraie pour L si et seulement si 

elle est vraie pour L(Q) . Considérons le diagramme 

det RT(L(Q)) * det Rr(L"1(-Q) 8U>X) 

Ô L 0 R -1 -1 
det RT(L) ® L(Q)Q— • det RT(L 1 fcc^) 0 (L0<DX )Q 

où les flèches verticales sont déduites de 1.3.3 et où r résulte de 1'isomorphis
me canonique ^(Qjq ^> ( < ^ ) Q • Ce dernier est une isométrie par définition de 
la métrique sur w x ; il en est de même des flèches verticales par 4.13 (iii). Il 
suffit donc de prouver que le diagramme ci-dessus est commutatif, ou même simple
ment commu£at¿i au ¿>¿gne. ptóó. 

4.15.5.- Le lecteur infatigable ne manquera pas d'établir directement cette der

nière assertion et d'identifier le signe. On peut aussi procéder comme suit : 

le diagramme de 4.15.4 se généralise de façon évidente au cas où : 

. X ^ >S est une courbe semi-stable de genre g sur un schéma S quelconque ; 

. Q : S >X est une section contenue dans l'ouvert de lis sité de f ; 

. L est un faisceau inversible sur X , de degré total (dans les fibres) d 

fixé. 

Nous pouvons même, en tensorisant L par un faisceau provenant de X , suppo

ser que Q*L est trivialisé sur S . Les objets (X—>S , Q, L) 

(resp. (X—>-S,Q), resp. X—^S) comme ci-dessus forment un champ M" 
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(resp. M1, resp.M) au-dessus de la catégorie des schémas, et le défaut de commu-

tativité du diagramme de 4.15.4 définit une section globale de C^„ . Il suffit 

donc de montrer que H°(M",0 n̂) = ZZ . Or on a une suite de morphismes naturels 

M" ^ — > W ^-=*M E—>Spec 2Z 

qui sont £¿64̂ 6 dt SuAjzdtiis : pour p cela résulte de ([D-M], 5.2) ; c'est 
clair pour p' puisque M' n'est autre que l'ouvert de lissité de la "courbe 

universelle" sur M ; enfin pour M" cela résulte de la lissité du foncteur de 

Picard d'une courbe. De plus chacun de ces morphismes est "génériquement" 

(i.e au-dessus d'un ouvert schématiquement dense) propre à fibres géométriquement 

connexes : c'est vrai partout pour p [D-M] , et pour p' et p" c'est vrai au-

dessus de l'ouvert de M paramétrant les courbes lisses. Tout ceci entraîne 

P*UM" M' ' P*UM' M ' p* M SpecZZ 

d'où finalement H°(M",0̂ tl) = ZZ , C.Q.F.D .1 
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5.- L'ACCOUPLEMENT DE NERON-TATE 

5.O.- Dans tous les §5 et 6, K désigne un corps de nombres, son anneau d'en

tiers. Ou note S£ = Spec6' et l'on désigne par Sœ l'ensemble des places archi-

médiennes de K . On pose "formellement" S = S£U-Sqo , et l'on désigne par 

PICC(S) la catégorie des "faisceaux inversibles compactifiés" (I, 1,2 ) sur 

les morphismes étant les isomorphismes de Ĉ -modules respectant les normes aux 

places à l'infini. On note Picc(S) l'ensemble des classes d'isomorphie d'objets 

de PICC(S) . 

Pour appliquer les résultats des §3 et 4, on fixe de plus, pour chaque a e Ŝ ? 

un plongement continu ^g: K e—• (E . Le choix des n'a d'ailleurs pas 

d'incidence sur la suite, car on aurait pu, dans les §3 et 4, se placer sur 

"un corps local isomorphe à C " . Pour tout schéma X au-dessus de Spec , 

on pose X = Xv ® (E . 

5.1.- Soit A K une variété abélienne sur K et soit A — ^ S £ le modèle, de. 
HéKon de kv sur Sr , qui est un Sf-schéma en groupes lisse, séparé et de type 

fini sur S£ . De même soit A »-S£ le modèle de Néron de la variété duale 

A^ de A K et désignons par A
0 et A t , c > les composantes neutres respectives de 

A et A* (de sorte que A 0 , par exemple, a pour fibres les composantes neutres 
des fibres de A sur Ŝ  > et est un sous-schéma en groupes ouvert de A ). 

Notons UcSj le plus grand ouvert de S£ au-dessus duquel A et A ont 
"bonne réduction" (i.e sont des schémas abéliens). Alors A^ est le schéma 
abélien dual de A^ , et l'on dispose du faisceau de Poincaré sur 
AyxÂ j et de sa structure naturelle de biextension. Il résulte alors de 2.8.2 
que 3>„ se prolonge en une unique biextension sur A°x A t , Q , que nous noterons 

^ ° . 
Enfin on fixe un entier N > 1 tel que la multiplication par N dans A 

(resp. A1) se factorise par A 0 (resp. A t , a) . Un tel entier existe car pour tout 

point fermé s€S£ , le groupe des composantes connexes de A g (resp. Â ) est 

fini, et il est trivial pour presque tout s . 
Pour tout a e S , le faisceau 'P sur A x A t déduit de (PT1 (ou de"?0) °o ' o o o u 

est muni d'une métnÀjque permise canonique (§3) : on rappelle en effet que 
est canoniquement trivialisé à l'origine de Â xÂ j > e t il existe donc une uni

que métrique permise sur ̂ ? compatible à cette trivialisation ; c'est aussi, com

me il résulte des propriétés générales des métriques permises, l'unique métrique 

(permise ou non) compatible à la structure de biextension de 'p . 

5.2.- Avec les notations de 5.0 et 5.1, soient d'abord x€A°(Sf) et yeA
t , 0(S £). 
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Considérons le Démodule inversible (x,y)*({P̂ ) : grâce aux métriques permises 

canoniques sur les (a € S ) , il est canoniquement muni de normes hermitiennes 
aux places à l'infini. Il définit donc un objet de PICc(S) , que nous appelerons 

hawte.u/i géoméXAlque. de (x,y), et qui sera noté 

(5.2.1) HG (x ,y) = (x ,y) * ( (P°) + normes canoniques . 

Nous noterons de plus 

(5.2.2) hg(x,y) = classe dans Picc(S) de HG(x,y). 

La structure de biextension de /?° , et sa compatibilité aux métriques à l'infini 

fournit pour x,yeA°(S£) et z,t€A
 , 0 (S£) des isomorphismes canoniques dans 

PICc(S) 

(5.2.3) HG(x,z+t) = HG(x,z) ® HG(x,t) 

HG(x,+y,z) = HG(x,z) ® HG(y,z) . 

5.3.- Soient maintenant x e Â (K) = A(S£) , yeA^(K) = At(S£) 

Comme ̂  ne se prolonge pas en général à A x At , on ne peut définir HG(x,y) 

comme objet de PIC,(S) (on peut toutefois le faire lorsque xeA°(S£) ou. 

y€A t , 0(S £) , cf. remarque 2.8.2.3). 
Cependant, l'entier N étant choisi comme en 5.1, on a NxeA°(Sf) 
et Ny €At,0(S£) de sorte que l'on peut définir HG(Nx,Ny) (objet de PICC(S)) 

et hg(Nx,Ny) (élément de Picc(S)). On pose alors (un peu abusivement) 

(5.3.1) hg(x,y) =Xhg(Nx,Ny)ePic (S) ® Q . 
N̂  c 7L 

La bilinéarité de HG entraine que l'application 

(5.3.2) A(K) xA^K) > Picc(S) 8 Q 

(x ,y) I > hg (x ,y) 

est Z-bilinéaire et ne dépend pas de l'entier N choisi en 5.1. 

Remarque 5.3.3 : L'entier N étant fixé (par exemple minimum), notons E = S£-U 

l'ensemble des places de mauvaise réduction de A . Alors on peut définir 

HG(x,y) comme objet de la catégorie PICc(S,l,N ) qui suit : un objet de 

PICc(S,Z,N
2) est la donnée 

(i) d'un objet L de PICc(U) (faisceau inversible sur U + normes aux places à 

1 ' infini); 

(ii) d'un objet M de PICC(S) ; 
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2 
(iii) d'un isomorphisme ~ >L®̂  d'objets de PICc(U) 

L'objet HG(x,y) annoncé s'obtient en prenant L = (xy,yy)*((Py) , 
M= (Nx,Ny)*((?ô) , 11 isomorphisme (iii) résultant de la structure de biextension 

de ̂  . L'intérêt de ce genre de constructions est qu'il permet de raisonner 

localement sur la base. 

THÉORÈME 5.4. - L ' application 

AK(K)xA£(K) > R 

(x,y) I degs hg(x,y) 

eàt V accouplement de Néron-Tate de A . 
[Bien entendu, degg désigne le prolongement naturel à Picc(S)®Q du degré 
défini en I, Cor. Prop. 1.1). 

La démonstration est donnée dans [MB], chapitre III ; on y trouvera plus 

généralement une construction géométrique de la hauteur de Néron-Tate associée 

à un faisceau inversible Lv sur une K-variété abélienne B v , le cas particulier 
t /P 

envisagé ici étant celui où % = Aj(xAj( et L̂ = . 
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6.- APPLICATIONS AUX SURFACES ARITHMETIQUES 

On garde les notations de 5.0. 

DEFINITION 6.O.- Une -audace aÂÂXkmétique sur S est la donnée 

(i) d'un S£-schéma X— -̂>S^ , projectif et plat sur , dont les fibres sont 

des courbes semi-stables de genre g £ 1 et dont la fibre générique est lisse ; 

(ii) pour chaque a € S^ , d'une métnÂjque. b<ipeAmÂJ>e. (4.7) sur 

x X (A ) où AcX x X est la diagonale. 
0*0° S£ 

Remarques 6.0.1 : a) on ne suppose pas ici que X est un schéma régulier; nos 

hypothèses impliquent toutefois qu'il est normal. 

b) Arakelov et Faltings fixent les p̂  en imposant la con

dition 4) de 4.11.4. Le choix particulier des p̂  ̂  n'a pas d'importance dans 

ce § ; il en aura, par contre, dans l'exposé III. 

Dans tout ce qui suit, on fixe une surface arithmétique (X,(Pa )) sur S . 
A>a 

On désigne par PIC (X) la catégorie des (X-modules inversibles compactifiés c À 
(I, 1,2), c'est-à-dire des ^-modules inversibles L sur X munis, pour chaque 

a € S œ , d'une métrUque. peJunibe. (4.5) sur le faisceau inversible L Q sur X a . 

Notons que cette catégorie ne dépend pas du choix des p . On note Pic (X) 

le groupe des classes d'isomorphie de ses objets. 

Pour tout L€ob PICC(X) nous noterons L̂  le ̂ -module inversible sous-jacent 

("partie finie" de L) ; enfin le de.Qh.e de L , noté deg L , est par définition 
le degré de L̂  sur la fibre générique X^ . 

6.1.- Un (LLvÂJiQjjJi compactl̂ -té sur X (1,1.1 ) est par définition de la forme 
D = D r + D où Dr est un diviseur de. CcuvtieA sur le schéma X , et D une f 00 t ' 00 
combinaison linéaire formelle I A [X ] ,où x € ]R . On note Div (X) 

le groupe de ces diviseurs. Pour D€Divc(X) comme ci-dessus, on définit un 

objet (3̂ (D) de PICc(X) de la façon suivante : on a par définition 

er ĉD) = (^œ£)ee£(Dj » e t : 

. ©^(D^) est le faisceau inversible ̂ C^) sur X muni, pour chaque 0 €
 s

œ> 

de la métrique pn sur £C (D,- . : ici D̂  est le diviseur induit sur 
uf,a a , a J , a 

sur XQ par D£ , et pD est déduite de p̂  ̂  selon le procédé de 4.11.1 ; 
f ,o 

. Par définition C£(D ) = X Ta]) : ici Orc(Z A Ta]) est l'objet de 
00 a 0 a a 

PIC (S) associé au diviseur compactifié E A [a] sur S . Explicitement, c a a 
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O^CDp est le fibre trivial sur X , muni, à la place o , de la métrique 
naturelle multipliée par e~̂ o . 

On voit donc que le faisceau inversible sur X sous-jacent à ©^(D) n'est autre 
que ^(Df) • °e plus, il est immédiat que Ô̂ CD-j + D2) s'identifie canoniquement 
à O^œp 8tf£(D2) (cf.4.11.1(ii)). 

6.2.- Inversement soit L = (Lf,(p ) ~ ) un objet de PIC (X) , et soit s 
une section rationnelle non identiquement nulle de L £ sur X . On définit alors 

le diviseur compact if ié de s comme 

divC(s) = div̂ (s) + div̂ (s) 

de la façon suivante : la "partie finie" div£(s) est le diviseur div(s) de s 

sur X au sens habituel, de sorte que s induit un isomorphisme 

ef(div(s})—=-*L£ . 

On choisit alors la partie à l'infini div̂ (s) de manière que 1 'isomorphisme 

ci-dessus donne une ÂMomitAiz 

dS(div£(s) + divc(s)) —=^>L . 

On rappelle que le faisceau inversible sous-jacent au premier membre s'identifie 

canoniquement à 0̂ (div(s)) ; le fait qu'il existe un unique divc(s) ayant la 
A °° 

propriété cherchée résulte du fait que le rapport de deux métriques permises est 
constant, et que tensoriser par ôr^Cx[X(J]) équivaut à multiplier par 
la métrique à la place a . 

Remarque 6.3.- La correspondance que nous venons d'établir entre objets de 

PICc(X) et diviseurs compactifiés dépend des métriques bipermises ^ choisies. 

Toutefois il résulte de 4.11.2 que si le diviseur compactifié D est de ddQKi 0 
alors ©5(D) ne dépend pas des p. . Pour D quelconque, la variation est la 

A A >0 
suivante : posons p' = a pA pour tout a€ S , avec a >0 . Notons KA,a crA a 0 0 a 

ô%(0)' le faisceau associé à D au moyen des p1 , et posons 
A A>a 

D = I (log «J [X 1 . o a ç s o o 
oo 

Alors on vérifie (en utilisant 4.11.2) que 

(^(D)' =©^(D- (degD)Do) . 

6.4.- Si aucune confusion n'en résulte, noms mtvwnk d&oxmcuu ̂ Œ ) au lieu do, 
©£(D) , pour DeDivc(X) . 

De même, le faisceau dualisant relatif û /ĝ  est muni de façon naturelle, 
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pour chaque aeS^ , d'une métrique permise (4.11.3) . Nous noterons 

encore aĵ g (plutôt que w!̂ g) l'objet de PICc(X) ainsi obtenu, et nous 

poserons 

(6.4.1) cû  = s ® f *u)g 

où o)ç € ob PIC (S) désigne le (̂ -module dualisant w muni des normes définies 

en I, 

6.5.- Pour chaque ceS^ , choisissons une norme hermitienne sur 

det RTCĈ  ) = A g H1(Xa,(^) . Pour tout L= (L£,(pa)) eob PICc00 , le 

tf'-module inversible det Rf.L̂  peut être muni, pour chaque aeS^ , de sa 

"norme de Faltings" (4.13). L'objet de PICC(X) ainsi obtenu sera noté det Rf*L 

Pour L et M eob PICC(X) , nous poserons dans ces conditions 

(6.5.1) <L,M> = det Rf*(L8M) © (det Rf*L)~1 0 (det Rf*M)""1 0det Rf*(5£ . 

(cf.(2.9.3))- On obtient ainsi un objet de PICc(S) , et la remarque 4.13.1.b) 

implique qu'il ne dépwd peu du choix des normes sur les det RTg%. ) . Bien 

entendu, lorsque nous aurons à développer <L,M> suivant la formule (6.5.1) 

nous supposerons implicitement que de telles normes ont été choisies. 

DÉFINITION 6.6.- Pour L et Meob PICC(X) , on appelle intzASzctlon d'AfiakeZov 

de L et M le réel 

(L.M) = degs <L,M> (cf.(6.5.1)) 

le degré étant celui de I, 

6.7.- Il s'agit maintenant de vérifier que (L.M) ainsi défini coïncide avec la 

notion introduite par Arakelov (I, ). Il est d'abord clair sur la définition 

que (L.M) = (M.L) et que (L.0̂ ) = 0 . D'autre part si Kf est une extension 

finie de K d'anneau d'entiers & , on dispose de la surface arithmétique 
f ' 

X' >S' obtenue par changement de base (bien entendu, les métriques 
PA' a' (P°ur a* GSœ > A1 = diagonale de X'xX') sont celles déduites des 

PA Q) . Si ïï : S' S et TT' : X' X désignent les projections naturelles 

alors on a un isomorphisme canonique 

(6.7.1) <7r'*L,Tr'*M> ^=^7r*<L,M> 

d'où 

(6.7.2) (TT'*L.7T'*M) = [K' :K](L.M) . 

Pour faire le lien avec Arakelov, on se propose de calculer (L.(3̂ (D)) pour 
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DeDivc(X) . 

DÉFINITION 6.7.3.- Notons CĤ (X) le groupe des "1-cycles compactifiés" de X , 

formé des combinaisons linéaires formelles Z = Z£ + Ẑ  où Z£ est un cycle de 

dimension 1 sur X et Zœ une combinaison linéaire formelle 

ois W ( o ù Xa6]R> • 
Pour L€ob PICC(X) et Z€CH^(X) on définit un réel L^Z par les condi

tions suivantes : 

(i) LrsZ est additif en Z . 

(ii) Si Z = XZQ où ZQ est un cycle intègre contenu dans la fibre Xv 

(v€ S) avec XeTL (si v£Sr) ou X€R (si v€S) , alors 

W = Xev degK(v)(L|z ) 

où K(V) désigne le corps résiduel de v , et où 

ey = log § K(V) (V€S£) 

ev = 1 (v réelle) 

ev = 2 (v complexe). 

(iii) Si Z est un cycle intègre fini sur S£ , alors 

Lssl = degz (L|z) . 

(Ceci a un sens car Z est le spectre d'un ordre d'un corps de nombres, et L|z 
est de façon naturelle un objet de PICC(Z)) . 

On vérifie immédiatement que si DQ est un diviseur compactifié sur S et 

si Z = f*DQ (définition évidente) alors 

(6.7.3.1) L/NZ = (degL) (degs DQ) . 

Il est d'autre part immédiat que L/>Z est linéaire en L , et que dans une 

situation de "changement de base" (notation de 6.7) on a 

(6.7.3.2) 7r'*L̂ TT'*Z = [K* : K] (L^Z) . 

Bien entendu, le groupe Div,(X) s'identifie à un sous-groupe de CĤ (X) , de 

sorte que l'on peut définir Lo.D pour D€Divc(X). 

6.7.4.- Calculs locaux.- Soit Z = Z£ + ZœE CĤ (X) et soit D€Divc(X) tel que 

E : = Supp D£nSupp Z£ soit fini et contenu dans l'ouvert de régularité 

X de X . Appliquant la définition 6.7.3, on obtient une décomposition 
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(6.7.4.1) C X ( D W = Z [D.Z1 + Z [D.Z] 
x x €E x оеъ 0 

où les différents termes sont donnés par les formules suivantes : 
mi nj 

- pour xez , soit П ф. (resp. П ф. ) une équation locale de D(resp. Z) 1 ^ j 

au point x , avec ф. et ф. e © V ̂  > m. et n. e Z . Alors i з л,х i j 
(6.7.4.2) [D.Z]x = .£. n»inj log # (.0%)Х/(<p̂  Дj)) 

- pour a € S on а , en posant D = Z Л [XI et Z = Z u ГХ 1 : r oo y t- 00 a 0 0 ° ° a a ° 

(6.7.4.3) [D.Z]a = (degD)eaua + (degZ)eaÀa + [Df.Z£]Q 

et le terme t Df^f] a se calcule comme suit : D £ et Z £ induisent respectivement 

sur X des diviseurs E m. P. , Z n. Q. à supports disjoints ; soit d'autre о i 1 1 j J J 
part G = oA (sA ) la fonction sur XxX - Л définie en (4.11.4.1). Alors r a Â,a Â  a a a 

(6.7.4.4) [Df.Z£]0 = e 0 Z - log G ^ P ^ ) . 

On vérifie ces formules en se ramenant au cas où Z est intègre et en utilisant 

la section rationnelle canonique s D de 6̂ (D) et le "diviseur" qu'elle induit 

sur Z , en un sens à préciser dans chaque cas. 

Les formules ci-dessus montrent en tout cas que, ht Z eJbt auubbl un dlvlbejun. 
de. CantteA, on a 

(6.7.4.5) Ô^(DW = Q^(Z)^D 

(on rappelle que la fonction Ga est symétrique , cf. (4.11.4.2)). 

Cela étant, le résultat suivant justifie la définition 6.6 : 

PROPOSITION 6.8.- Роил tout LeobPICc(X) et tout D€Divc(X) , on a 

(L.Û̂ (D)) = L^D . 

En paAtlculleA le. pKoduJUt (L.M) eJbt blliniaJoie. [сап llneauie. en L et bymitnl-
qut). 

Démonstration : On a d'abord le lemme utile (et trivial) : 

LENME 6.8.1.- SoÂt L un о̂илсеш InvesuÂble. (oKdtncuAe.) бил X et boXt Z un 
ensemble. £tnt de. pointa [non neceA&aviement £елтед) de. X . К1окь L admet une. 
JbexitÀjon nattonneZle. s teJULd que. Supp (div(s)) n Z = 0 . 
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Démonstration : Comme f est projectif et S £ affine, il existe un ouvert 

â Xne. U de X contenant E ; on peut donc trouver une section globale de L 

sur U , non nulle en chaque point de I . | 

LEMME 6.8.2.- Soient L eX M€ob PICc(X) , at 6olt D€Divc(X) teJL que. 
Supp(D£) boit contenu dan* VouveAt de. &u>&lté de. f . MJOHM 

(L.M eO£(D)) = (L.M) + L^D . 

Démonstration : Vu nos hypothèses, les composantes de D£ sont encore des divi

seurs de Cartier. Nous sommes donc ramenés à deux cas : 

(a) D = f*DQ où DQ€Divc(S) . Posant M Q = <^(Do)eob PIC (S) , 

il suffit de voir d'après (6.7.3.1) que l'on a un isomorphisme 

<L,M0f*MQ> = <L,M> ®NÇ d e g L . 

Cette formule est elle-même conséquence de 

det Rf*(N®f*MQ) = det Rf*N 0M®
XX/S^ 

pour tout N €ob PICc(X) (en appliquant la définition de <L,M>). 

On a déjà (1.1.7) un tel isomorphisme entre les ©-modules inversibles sous-jacents; 

le fait qu'il soit compatible aux normes de Faltings résulte de 4.13.1(a). 

(b) D est intègre et fini sur S : dans ce cas on se ramène (par changement de 
base) au cas où D est combinaison linéaire de sections de f (toujours conte
nues dans l'ouvert de lissité), puis au cas où D = E(S) est une telle section. 
On a alors, pour tout N€ob PICc(X) , un isomorphisme canonique (1.3.3) 

det Rf.CNôÔ CE)} = det Rf*N 0 E*(N® 0̂ (E)) 

qui est compatible, aux noimeA aux places à l'infini, en vertu de 4.13 (iii). 

Appliquant la définition de <L,M> on en tire 

<L,M«(3̂ (E)> = <L,M> 0 E*L 

d'où le lemme, puisque L/>E = degg E*L. I 

6.8.3.- Fin de la démonstration de 6.8 : Soient L et D comme dans l'énoncé. 

Alors, d'après le lemme 6.8.1, L est de la forme ^(D f), où D£ est contenu 

dans le lieu lisse de f et est sans composantes communes avec D £ (appliquer 

le lemme avec Z = Sing(f) U {points maximaux de Supp(D£)} ). On a donc 
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(L.G£(D)) = (Cr(D').(Sr(D)) 

= C(̂ (D).(̂ (Df)) (symétrie) 

= ̂ (D)^D' (6.8.2, avec M = ̂ ) 

= ̂ C(D
,)^D (6.7.4.5) 

= L^D .• 

COROLLAIRE 6.9.- Soit X' >Spec & une autre *ur̂ ace arithmétique et *oit 
ÏÏ : X1 —*X an morpktsme biratijonnel compatible aux donnée* de 6.0 (ii) *ur X 

X^ pou/i aeS^ . SI L^et L2£ob PICc(X) , alors 

(LrL2) = (7r*LrTr*L2) . 

Démonstration : le morphisme TT est un isomorphisme en dehors d'un ensemble fini 

E de points fermés de X . Grâce au lemme 6.8.1 on peut donc supposer que 

L = ̂ (D) , où D vérifie SuppŒp fl £ = 0 . Le corollaire est alors trivial, 

compte tenu de 6.8. I 

Remarques 6.10.-

a) Bien entendu, derrière la bilinéarité de (L . M) se cache celle de <L , M> 

mentionnée en 2.9 (et qui est compatible aux normes de Faltings). Un avantage 

de la définition "homologique" 6.6 est que <L,M> n'est pas un élément de 

Picc(S) mais bien un objet de PICc(S) (du moins "à isomorphisme unique près"). 

Ceci permet, en particulier, de raisonner localement sur S pour certaines 

questions. Bien entendu, la signification géométrique de (L.M) apparaît mieux 

(au moins à distance finie) dans les calculs locaux de 6.7.4. 

b) Lorsque l'on change les métriques nA en n! = a o > o n obtient 
une nouvelle théorie des intersections ( . )' .On vérifie alors que 

(6.10.1) (L,M) ' = (L.M) + (degL) (degM) z e log a 

o 0 0 

en utilisant par exemple 4.13.1.c). 
De même, si D1 et D2€Divc(X) , posons [D̂  .D2] = (̂ (D-j) .<3̂ (D2)) . 

Alors les ^ donnent une nouvelle intersection [D^.D2]' , et l'on a 

(6.10.2) r Dr D2 ]' = [ D T D 2 ] " (deg D1)(deg V 1 e

0 l0g %
 ; 

on obtient cette formule soit par (6.10.1) et 6.3, soit directement à partir des 

calculs locaux 6.7.4. 
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THÉORÈME 6.11.- (̂ onmxle d'adjonction). Soit E : Sf—>X une section contenue 
daru Vouvent de tu^ite. k&o>u> on a un XAomoKphiAme canonique dans PICc(S) 

E^/g = E*<TX(-E) 

et en panXÂjcutlen. (en prenant le* degiéà) 

(aVs-°>C(E)) = - ^ ® ' ^ c ® ) = -CE.E] 

(nô teon de 6.10.b)). 

Démonstration : On obtient, par la formule d'adjonction classique, un isomorphisme 

canonique entre les (̂ modules inversibles sous-jacents. Le fait qu'il soit 

compatible aux normes résulte de la définition des métriques sur oô/g > Qui sont 

telles que pour tout a € et tout açX , 1 'isomorphisme naturel (4.11.3.1) 

x^^ ei | 0<xjL<1 x 

soit une isométrie. • 

Notons que présentée ainsi, la formule d'adjonction est tautologique. Le point 

non trivial est le fait que les métriques sur les û . sont penmtseà (4.10), 

donc que û /g est bien un objet de PICc(X) . ° 

6.12.- Le théorème de Riemann-Roch (préliminaires). 

Définition 6.12.1.- Un Cf-modute compacti^ié M est la donnée d'un ©̂ module 
de type ^JbnJi M£ et, pour chaque a € , d'une norme hermitienne sur 
M : = Wr% <E (notation de 6.0). 
0 f or 

(De façon équivalente, on aurait pu choisir sur chaque M®K^ une norme eucli

dienne (resp. hermitienne) pour a réelle (resp. complexe)). 

Pour M comme ci-dessus, on a un élément de volume (réel) canonique sur 

NL. = M®R , obtenu en décomposant MTO en Q) M0K , et en normalisant 

les volumes de la façon suivante : pour chaque a , si (ê ,... ,en) est une 

base orthonormale de M®K^ , alors le pavé 

{E x̂^ ei | 0<xjL<1} ( a réelle) 

{Z zi ei | 0 < Re zi < 1 , 0 ̂  Im zi < 1} ( a complexe) 

est de volume 1 (peu importe la définition de Im ẑ ) . 

On pose alors, généralisant I, : 

(6.12.2) XCM) = -log volCMĵ /Mf) + log*Wf)tors 

où (Mf)tors est le sous-module de torsion de M£ , et Mf = Mf / (Mf ) tor s • 

80 



MÉTRIQUES PERMISES 

Une suite exacte de (̂ modules compactifiés M 1, M, M" est par définition une 

suite exacte 

0 »M£ >M F » yq *0 

des <%modules sous-jacents, induisant en chaque place à l'infini une suite exacte 
d'espaces hermitiens. L'existence d'une telle suite exacte implique que 

(6.12.3) XCM) = xCM
1) + XCM") . 

6.12.4.- Pour tout (T-module compactifié M , il existe une "résolution" de M , 
i.e.une suite exacte 

0 >P, >P T>M >0 

de (̂ -modules compactifiés, où (Ppf et (p0̂ f sont localement libres. 
On pose alors 

(6.12.4.1) det M= (det PQ) ® (det P.,)
-1 

où det P et det P- sont munis des normes déduites de celles de P et P- . 

On obtient ainsi un objet de PICc(S) qui ne dépend pas, à isomorphisme unique 
près, de la résolution choisie, et qui est "additif" pour les suites exactes, en 

un sens évident. 

Toutes ces assertions résultent essentiellement de [K-M] , l'introduction 

des normes hermitiennes ne posant pas de difficultés. 

On pose 

(6.12.5) deg M = deg (det M) 

et l'on vérifie que l'on a 

(6.12.6) X(M) = xWet M) + (rg M - 1) x (0) 
= deg M + (rg M) x (ÔD (Riemann-Roch sur Q< ) . 

Remarque 6.12.7 : Nous appelons ici deg M ce que Faltings [F] note à tort 

X(M) . 

6.12.8.- Revenons à la surface arithmétique X—£-**S .Si Leob PICc(X) , 

on est tenté de poser 

(6.12.8.1) xOC,L) = X ( f .L ) - X » 1 f * L ) • 

Il faut, pour que cela ait un sens, munir f*L et R̂ f*L de normes aux places 
à l'infini. Or il résulte de [K-M] que l'on a un isomorphisme canonique de 
©'-modules inversibles 

(6.12.8.2) det Rf.L = det(f.L) 0 (det (R 1f.L)) _ l 

81 



L. MORET-BAILLY 

Supposons choisie , pour tout a € S , une norme sur det RT ((Tv ) • Alors 

det Rf*L devient un objet de PIC (S) . 

On peut dès lors munir f*L et R f*L de normes à l'infini telles que 

(6.12.8.2) soit un isomorphisme dans PICc(S) . De cette façon (6.12.8.1) 

acquiert un sens ; d'autre part (6.12.6) donne alors 

(6.12.8.3) x«,U = deg(f*L) -deg(R1f*L) + Xx/s(L) X&) 

= deg(det Rf *L) + X X / S(U x©0 

Ceci ne dépend pas du choix des normes sur les R1f*L vérifiant la condition 

requise plus haut. La définition suivante a donc un sens (dépendant des normes 

sur det Rf * : 

DÉFINITION 6.12.9.- Soit L€ob PIC (X) ; on pose 

X(X,L) = deg(det Rf *L) + (deg L + 1 - g) xCtfO , 

où deg L désigne comme d'habitude le degré de L dans les fibres. 

THEOREME 6.13.- [Rlemann-Rock pour 1ел лил̂ асел arithmétiques). 
Роил tout L € ob PIC (X) , on a 

X(X,L) = |(L.L0c^1) + Х(Х,(ГХ) . 
[on rappeZte. que. oô  = fc^/S 0f*w^ ) 

Démonstration : Appliquant les définitions de x et шх ' on vo^ ̂ ue ̂ a ̂ or" 
mule ci-dessus équivaut à 
(6.13.1) deg (det Rf*L) - deg (det Rf*<̂ x) = ̂(L.L 0 o>^s) 

ou encore à 

deg(det Rf*L 0 (det Rf*^)"1) = -̂ deg<L,L"1 0 ̂ / s > . 

Cette dernière formule est une conséquence de 

(6.13.2) <L,L"1 0 и з ^ * (det Rf*L)®~2 0 (det Rf*^)®2 , 

isomorphisme dans PICc(S) que l'on obtient en développant le premier membre 
(6.5.1) : 

<L,L-10 = det Rf* w^g 0 (det Rf*L)~1 

0 (det Rf.CL^ea^/gJ)"1 0 det Rf.C^ 
et en remarquant que par dualité de Serre (4.14.2) on a 
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det Rf* ̂ / s^det Rf * 

det Rf*(L"1 g^g) ûfdet Rf*L . I 

6.14.- La formule de Faltings-Hriljac 

Désignons par la jacobienne de X^ sur le corps de nombres К , 
par Фк : Jjc"-21* j£ sa polarisation canonique, et par п ф : JK(K) x JK(K) —HR 
l'accouplement 

пф(х,у) = Ь(х,Фк(у)) 
où h : JK(K) xĴ (K) > R est 1 accouplement de Néron-Tate. 

Soient L̂  et deux faisceaux inversibles de degré 0 sur X^ . On se pro

pose de calculer пф(с1 L̂ , cl M̂ ) en termes df intersections d'Arakelov. 

LENME 6.14.1.- On suppose le schéma X régulier. Soit 1̂  un faisceau inversi
ble de degré 0 -бил. X„ . I l existe, un entier n > 1 et un unique iaisceau 
Inversible лил. X , prolongeant L̂  et dont la restAlctlon à chaque composan
te de chaque libre de f : X —*S est de degré 0 . 

Démonstration : La question est locale au voisinage des fibres réductibles de 
f . Soit F une telle fibre, et soient (1 <i<m) ses composantes irréduc
tibles. Considérons le Q-espace vectoriel 

m 
V : =(Ф <Q [C.])/Q. I C. . 

i=1 1 i=1 1 

On sait que la forme intersection (habituelle) induit sur V une forme 
bilinéaire définie négative ([SPC] , I, Prop. 2.6), et en particulier non dégé
nérée. D'autre part, si L est un prolongement arbitraire de L^ , l'intersec
tion avec L induit une forme linéaire sur V (puisque deg L̂  = 0) . Il existe 

m 
donc n>1 et D= E r. C. (r.€ 7L) tels que n deg(Lir ) = -D.C pour 

i = 1 i 1 1 ILj j 

j = 1,... ,m . Le prolongement annoncé est alors L®n ® <3̂ (D) . I 

THÉORÈME 6.15.- (VaJttlngs-HhiZjac). Solent L et Meob PICc(X) . On suppose 
que deg = 0 , et que L^C=0 pour toute composante С de toute libre 
de f : X —>S . Alors 

(L.M) = -пф(с1 LK,cl MK) . 

Démonstration : D'après 6.9, on peut supposer le schéma X régulier (remarquer 

que si IT: X' —*X est birationnel, alors TT*L vérifie encore l'hypothèse 
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requise). On peut aussi remplacer L et M par des puissances non triviales ; 

d1autre part, l'hypothèse sur L implique que le membre de gauche ne dépend de 

M que par sa fibre générique , de sorte qu'appliquant 6.14.1 ci-dessus 

on peut également supposer que M est orthogonal aux composantes des fibres. 

Introduisons les composantes neutres respectives J et des modèles de 

Néron de et sur S , ainsi que l'unique biextension sur Jx 
prolongeant le faisceau de Poincaré^ sur J^*^ (2.8.2). L'isomorphisme 
$ K : JK se prolonge en $ : J - ^ J T . 

L'hypothèse sur L et M signifie que cl LK et cl MK se prolongent en des 

¿ectijon* clL et cl M : S >J . On a alors 

(6.15.1) h^(clLK ,clMK) = h(clLK ,$K(clMK)) 

= degs[(clL,$ oclM)* «?)] (5.4) 

= degst(clL,clM)* (idjx $)*(<?)] . 

Posons fi= (idj x $)*£p) : c'est l'unique biextension sur Jx J prolongeant 
la biextension dualisante &^ sur J^ x^ de (2.7.1). On a donc, en vertu de 
2.8.5, un isomorphisme canonique 

(6.15.2) (clL, clM)*£> = <L,M>"1 

dont nous avons vu en 4.14.1 qu'il est compatible aux normes à l'infini. Par 
suite 

h(clLK,clMK) = degs(clL,clM)*& (6.15.1) 

= -degs<L,M> (6.15.2) 

= -(L.M) 

par définition de (L.M). I 

6.16.- Application : le théorème de l'indice 

Désignons par Piĉ (X) le sous-groupe de Picc(X) , noyau de la forme 

intersection ( . ). 

PROPOSITION 6.16.1.- Soit L€ob PIC,(X) . Pour que cl L € Pic (̂x) ¿£ bout et 

i l Aufált qu'il existe n> 1 tel que L provienne, d'un ialbceau Inversible 
compactóle de degré 0 *ur S 

Démonstration : La suffisance est évidente. Inversement si L est dans Pic£(X) 

alors L est orthogonal aux composantes des fibres et en particulier 
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cl € Jĵ (K) . Le théorème précédent implique alors que 

h$(cl 1̂  ,cl LK) = 0 

donc L^ est d'ordre fini car la forme bilinéaire ĥ  sur J(K)® (Ç est définie 

positive ([L] ,5,§6). La proposition résulte alors de l'assertion d'unicité de 

6.14.1. I 
Posons maintenant Pic^^CX) = Picc (X)/PicJ (X) . Si v est une place quelcon

que de K et si aeS^ , il est immédiat que ^([Xy] - |^ [XQ]) est dans 

Pic£(X) . Les classes des fibres engendrent donc dans Pic^CX) un R-espace 

vectoriel de dimension 1, évidemment isotrope, et noté F , de sorte que l'on a 

une filtration 

OcFcFXc Pic^CX) 

et que le degré (dans les fibres) induit un isomorphisme 

d e g r P i c ^ C X ^ - ^ Z . 

Posons v= ( fV f ) e^Q . Alors V contient le sous-espace 

W : = (B W 
v€S £ 

où W v:= ( (£) Q.fCD/Q.ty 
C composante 
de ^ 

de sorte que W v = 0 si est irréductible, et que W est somme orthogonale 
des W v . On sait d'autre part ([SPC],I, prop. 2.6) que la forme intersection est 
définie négative sur chaque W v . De plus le lemme 6.14.1 implique que l'ortho
gonal de W dans V s'identifie canoniquement à J(K) ® Q , qui est un 

Q-vectoriel de dimension £inie sur lequel ([L], loc. cit) la forme intersection 
est encore définie négative. Celle-ci est donc définie négative, ALLA V . 

Pour exprimer de façon commode le théorème de l'indice remarquons que 
Picnum(X) ® Q est extension d'un Q-espace vectoriel de dimension finie par le 

C 2L 
]R-espace vectoriel F : nous pouvons donc considérer le complété P^^CX)^ 

C JK 

pour la topologie obtenue en trivialisant cette extension et en munissant 

Q de sa topologie naturelle. On obtient ainsi un R-espace vectoriel de dimen

sion finie muni d'une filtration 
OcFcF^cPic^CX)^ . 

THÉORÈME 6.16.2 (Théorème de l'indice) .-La signature de, la {onme intersection 
sur Pic^um(X)]R est ( + - . . . - ) , le, nombre de. signes - étant 
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1 + rang (J (K) ) + ̂  ( (nombre de composantes de X̂ ) - 1 ). 
v finie 

Démonstration : Si L€ob PïCc(X) est de degré >0 , considérons le sous-espace 

F 9 QL de Pic^um(X) 8 Q : il est immédiat que celui-ci contient des éléments 

de carré >0 et des éléments de carré <0 .De plus son orthogonal est contenu 

dans F 1 et se projette isomorphiquement sur V , donc dfaprès ce qui précède 

la forme est définie <0 sur cet orthogonal. On a donc une décomposition 

Pic^Um(X) 0 Q = (F 0 Q L) @ (F © (QL)1 

(+ - ) ( - . . . " ) 

et l'on a dim(F@QL)i = dimV 

= rang(JOO) +21 dim W . 
v€S£

 v 

Le théorème en résulte. 

Le théorème de l'indice a (entre autres) le corollaire utile suivant 

(cf. [SPC], III, §3, Proposition 2) : 

PROPOSITION 6.17..- (Szpiro) Soit E : S £ >X une. action à valewu dans l'ou-
veAt de. LLt>&ÂXét Identifiée au dlvlbeuA compa.cM.ile qu'elle, définie.. klonA on a : 

( M X 7 S - U X 7 S ) S 4 8 ( 8 - 1 ) ( Ù V S ^ E ) 

ou encore, compte, tenu de. la formule d'adjonction 6.11 : 
MX7S-UX7S)S48(8-1)(ÙVS^E 

Démonstration : notons e, w, f les classes dans Picc 00 ̂  définies respec

tivement par ^(E) , cô g et ^(F) où F est une fibre (disons à l'infini). 

Considérons la forme quadratique sur R* : 

(x,y,z) -> (xe + yw + zf ) 2 . 

Pour z assez grand, on a (e + zf) >0 , et le théorème de l'indice implique donc 

que cette forme est soit dégénérée, soit de type (+ --) . Par suite son discrimi

nant est £0, ce qui donne, en appliquant le formule d'adjonction : 

E 2 - E 2 1 

-E 2 Gtys.utys) 2g-2 

1 2g - 2 0 

>0 

On obtient le résultat annoncé en développant. I 
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Exposé III 

FONCTIONS DE GREEN, VOLUMES DE FALTINGS 

APPLICATION AUX SURFACES ARITHMETIQUES 

Renée ELKIK 

I.- Fonctions de Green. 

II.- Volumes de Faltings : le théorème de comparaison. 

III.- Application aux surfaces arithmétiques : positivité du faisceau dualisant 

relatif. 
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Tous les résultats démontrés ici se trouvent dans l'article de Faltings 

"Calculus on arithmetic surfaces". La seule différence notable, quoique mineure, 

est qu'on établit de façon plus complète l'existence de la fonction de Green G. 

I.- FONCTIONS de GREEN 

0.- Introduction 

Soit X une surface de Riemann compacte de genre g ̂  1 munie d'une forme 

de Kahler y. On montre l'existence sur X*X d'une fonction G, réelle positive 

s'annulant exactement le long de la diagonale D de X XX, à l'ordre 1, et 

telle que la restriction à chaque fibre X * {a} ou {a} * X de la fonction 

kjf = Log G ait un laplacien constant sur X - {a} (cette constante étant indé
pendante de {a}). On en déduit que 

- *H est un noyau pour l'opérateur de Green G sur C (X,(C). On obtient donc ici 

(i.e. dans le cas des fonctions sur une surface de Riemann) le fait que G est 

un opérateur à noyau en utilisant seulement le théorème de décompostion de Hodge 

(sur lequel repose le lemme 2 de 1.1)). L'aspect résolution d'une équation diffé

rentielle à coefficients distribution se trouve ici masqué. 

Cette première partie est indépendante du reste du séminaire. 

1,- Rappels sur les fibres hermitiens 

Pour plus de détails sur ces quelques rappels on renvoie à 

[G.H., chap. 0, I] dont on a respecté les conventions et notations. 

Soit V une variété kâhlerienne compacte et soit ^ un fibre holomorphe 

inversible sur V, muni d'une structure hermitienne. On associe à ces donnés 

une 2-forme fermée de type(1,1) sur V, e, appelée forme de courbure du fibre 

hermitien ^ qu'on peut définir comme suit : soit s une section locale holo

morphe ne s'annulant pas de ̂  , alors 

e = - 3 3 log ||s|| .2 

(c'est indépendant de la section holomorphe choisie, et définit donc une 2-forme 

globale sur V). 

On note [a)] la classe dans (V) d'une forme fermée w, et on désigne par 

c (,£) la classe de Chern de ^ . On a alors [G.H. p. 141 et p. 148]. 
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IEMME L- : ^ G>£) = ¿-[0] dans H^R(V). 

LEMME 2.- ; Sô t w une ô>*/ne lidULz {Vmiz de type.0 ,1 ) v& t̂̂ ûutt [w] = c 1 (oj?), 

A&m £̂ axÂAta AU/L la hlbtâ à£ une méfrUque. hoAmltlmne. dont la couAbuJiz 
QAt égale, à -2ni w. 

On notera qu'une telle métrique est définie à une constante multiplicative 
réelle positive près. 

2.- La fonction de Green - Définition 

Soient X une surface de Riemann compacte de genre- g ̂  1, son fibre 

tangent, çî  son fibre cotangent et y une forme de Kahler sur X vérifiant 

| y = 1. L'espace H°(X,ft̂ ) des 1-formes holomorphes est muni du produit her-

mitien : 

<ш,ш!> = -1 2TTI 
шлю'. 

Soit ... ,ü)g) une base orthonormée de cet espace. 
On désigne par D la diagonale de X x x et par px et p2 les 2 projections 
et on considère sur X x X la 2-forme fermée réelle de type(1,1) : 

Ф = p*y + p*2M + ~j g 
j=1 Pi "-s л VI CD- + 2ÏFT 1 VI w/Pi o).. 

1ШЕ 3.- : On a dam H2R(X x X) : [ф] = cAxx(D»-

Démonstration : On montre que pour toute 2-forme fermée a sur X x X on a : 

a = 
'D XxX a л Ф. 
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Si a est de type (2,0) ou (0,2) les deux membres sont nuls. 
* * — — 

Si a = p ai. A p av. on a a = W.AID, et 
J 1 K JD JX 3 K 

* * * 
aA$ = p i ai.Ap1 \

A V Z V, 

donc 

aA$ = II). A (il, ' y= (il.Ad),. 
Jxxx Jx 3 K Jx Jx 3 K 

* * 
Si a = P I UN A P 2 co-̂  on a 

a = 
D 

W.AÙ), = -2ni 6., et 
x 3 K jk 

1 g * * _ 
a A © = a A ( M ^ p 2 ^ A P i a)k) 

donc : 

[ a A < D = TST 1 C[ " i * " * * u* A wiP JXxX Z T T 1 £=1 Jx 3 * JX * K 

© = P*y + p^y © = P*y + p^y © = P 

= -2ïïi 6., . 

Compte tenu de l'invariance de la situation par l'involution 

i : X x x > X x x, i(P,Q) = (Q,P) ceci termine la démonstration du lemme. 

COROLLAIRE : I I <ixUt<L &U/L ^ X X ^ U N E ™V^<№ ko^nltiznnz dont la ioma 
de couAbuAz eAt -2TÛ <x>. 

Cette métrique est a priori définie à une constante multiplicative près. Soit 

a la section canonique de $xxX^' 011 normalise *a métrique sur ce fibre par 

la condition supplémentaire 

(1) log||a|| p*y A p*y =0 
JXxX 1 2 

et on pose G = ||a||. 
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2 00 

La fonction G est une fonction C réelle positive sur X x X s'annulant 

exactement le long de D. On peut noter que la fonction G est invariante par 

Tinvolution i : X x x > X x X donnée par i(P,Q) = (Q,P) . En effet, on a 

Goi = a-G a €1R+*, a2 = 1 ; 

En outre on a sur X x X - D : -66 log G = -2TT1 C>. 

Soit, avec 6̂  = log G : 

(2) ô"ô (n = O sur X x X - D. 
TTl a 

On montre après quelques rappels sur le laplacien A que - ̂  est un noyau 

pour l'opérateur de Green. 

3.- Rappels sur A : 

On considère sur C°°(X,(E) l'opérateur laplacien A défini par la condi

tion : 

Af-y = X- 9 3 f. 

(On a pris A = ̂  A9 où A3 est le laplacien complexe usuel). 

On désigne par H le sous-espace de C^X,^) formé des fonctions haraioniques, 

c'est-à-dire des fonctions constantes et par H 1 son orthogonal pour le produit 

scalaire IL2 i.e. : 

H 1 = {f Ç C°°(X,(C) / fy = 0}. 
X 

On utilisera dans la suite les résultats suivants 

A( C°°(X,(C)) = K 1 

A/H*" est inversible. 

Les valeurs propres de A sont réelles positives et peuvent être ordonnées 

0 = XQ < X l s x 2 xm <... et lim xm = + ». 
m-*» 
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En outre on peut choisir les fonctions propres, <{>o = 1, ,... dans 
C°°(X̂ R) de telle sorte que la famille (<j>o,... ,<j>m,...) soit une base hilber-

2 
tienne orthonormée de lfespace IL (X,y). 
L'opérateur de Green G : C°°(X,(E) > C°°(X,(C) est défini par : 

G/H1 = (A/tt1)-1, G/Ĥ = 0. 

2 
On a en particulier dans EL (X,y) : 

(3) G.f = I 1 - <f,Ф > ф т 

et donc quelque soient f et h dans C°°(X,(I) : 

(4) xh(x).GfCx)yx= J Q i - < f , V < h , V 

THÉORÈME U- VOUA tout f danà Ĉ CX.dO on a (Gf)(P) = j -^(P,Q) f(Q)yg. 

Cet énoncé se découpe en les deux lemmes suivants, qui traitent, le premier, 

le cas d'une fonction f dans H*", l'autre le cas d'une fonction dans H. 

Le premier repose sur l'égalité (2) et la forme de la singularité de ^ au voi

sinage de D, le second dépend de la normalisation choisie (1). 

IEMME 4. - Soit f € C°°(X,(C) vVuLilajnt fy = 0. klou 

v p e x f(P) = - Gj, (P,Q) Af (Q)yQ. 
X 

Démonstration 

x - G j C P , Q ) A f ( Q ) u Q = ^ - f x fy(P,Q)3 3 f(Q) 

= lim^l f QtCP.Q) 3 3 f(0) 

94 



FONCTIONS DE GREEN 

où K£ est un disque de rayon e>0 assez petit. 

Appliquons une première fois la formule de Stokes 

3K 
e 

6J(P,Q) af(Q) = 
X-K 

E 

3 Q G(P,Q)A 3f (Q) + 
X-K 

e 

fy(P,Q)3 3f(Q). 

Le premier membre tend vers 0 quand e tend vers 0. Donc 

- (k (P,Q) A£(Q)yn = lim ̂  [ 3 n G(P,Q) A a£(Q). 
e 

Une nouvelle application de la formule de Stokes donne 

f - <h (P,Q) Af(Q)yQ= lim X- [[ f(Q)ï 3 Q &(P,Q) + f f(Q) 3 0 G(P,Q)1. 
j x o y ^ TTI L J X _ K y y o J 3 K g J 

e e 

Mais 8Q 3Q ̂ (P,Q) est proportionnel à y sur X - {P} et fy = 0. 

On obtient donc : 

f x " V 1 ^ û f ( ( ^ Q = ^ k f 3 K

 £ ( ( » 3Q « î f ^ -

e 
Si Z est une uniformisante en P la fonction ^(P,Q) se comporte au voisina
ge de P comme log |Z| à l'addition d'une fonction C" près d'où 

f - <n(P,Q) Af (Q)yn = lim X- f (P) 
|Z|=e 

5 log 1Z| 

= f(P). 

LBME 5.- QueZ qua *oiZ P € X on a : j - 6jIP,Q)yç = 0. 

Soit f € H1, il existe une unique fonction u e H 1 telle que Au = f et d'après 
ce qui précède 

u(P) = f - Gj.(P,Q) f(Q)yQ. 
* X 

On a donc, quel que soit f vérifiant fy - 0 : 
Jx 

f -<^(P,Q) f(Q)yQ yp = 0. 
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Donc 

|x£(Q)yQ = 0*{ x£(Q) (J X-<|CP,QVv Q = 0 

La fonction de Q, j &j(P,Q)yp est donc constante, et donc identiquement 

nulle, étant donné le choix fait en (1). 

(et | GJ(P,Q)UQ = 0 car ^ est symétrique en P et Q) 

Compte tenu du théorème 1, la formule (4) se traduit par : Quelles que soient les 

fonctions f et h dans (fCXjC) 

(5) f -6t(P,Q) £(P) h(Q)ypAy = I f(P)é (P)y )(f h(P)é (P)y ) 
JXxX v * m>0 Am JX m V H 

4.- La capacité de G est bornée. 

Soit r un entier et soient P ,P2,...,P points deux à deux distincts de X . 
r2 

Le produit TT G(P-,P.) est majoré par une expression de la forme A puisque 
i*j 3 

la fonction G est bornée supérieurement sur X x x. On montre que si on fait 
tendre r vers + «> et varier Px,...,Pr dans X , ce produit est majoré par une 

o(r2l 

expression de la forme e : intuitivement si on prend beaucoup de points 

sur X ils sont assez proches les uns des autres. 

THEOREME 2. - QueJL que, &oJUt z > 0, ¿1 e,xÀJ>te, un e,wLLeA r Q teJL que,, quoi que, boit 
r > rQ, et queZ que, notent P1,...,Pr, r potntA deux à deux dutlnctb do, X on 
cuit 

2 
TT G(P.,P,) < e e r . 
i*j J 

Démonstration : On établit en fait I &(P.,P.) < er . 
i*j * i 3 

Dans un premier temps on régularise en la convolant avec des fonctions en 

cloche à support dans un voisinage de D. Et on établit le résultat pour ces 

convolées. Puis on montre que ces convolées sont proches de . 
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Munissons X d'une distance convenable, par exemple de la distance associée 

à la métrique définie par y# et soit Oynçj| une suite de fonctions sur 

X x X vérifiant les conditions suivantes 

00 1 
1) Kn est C réelle positive à support dans le --voisinage de la diagonale 

2) pour tout P C X , on a J KÏI(P,Q)MQ = 1 

2 
3) il existe une constante C telle que sup K ^ Cn pour tout n£K . 

XxX n 
Posons <3n(R,Q) = % * \ (R,Q) = J <§№,S) ys,Q)iis 

X 

<3>,Q) = \ * <jnCP,Q) = f VR.P) %n(R,0)yR 

= [ G»(R,S) K(R,P) KfS,Q)yD yQ. 

Compte tenu de la décomposition d'une convolution avec 0^ en termes des va

leurs propres de A (4) on a donc 

© = P*y + p^y 
- - * H 

m>0 Ân > 

x*m(R) Kn(R,P)PR. ' x *m(R) y R , Q ) V 

Etant donnés r points distincts P1,...,Pr de X on a 

1 l(Pi'Pi)a 1 T~ 1 (f VCR) KnCR'Pi)yR} (f *m(R) K n C R > W i*j n 1 3 m>0 m i*j •'X n î K Jx n J R 

= I 
m>0 ̂  [(f jx * m ( R > V R > W 2 - f ( J / m ( R ) y R * W 2 ] 

SI ^- ï ( ф (Ю К (R.P. )u„) 

S I С I J- ( Ф_(Ю К.№.Рл)у«) 

szf - С z С K„(R,P4)uD)¿. 
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En outre puisque les ((t>m̂ m>o ôrment 11116 partie d'une base orthonormée de 

L (X,y) on a : 

* < L V R > ^ t t , W Z S Kn(R,Pi)v 

Donc 

I © = P*y + p^y © = P*y + p^y 

< f- sup f K£(R,P)y 
Ai P€X JX n K 

< A-r 

où A est une constante (dépendant de n). 

Fin de la démonstration du Théorème 2 

On a posé 

К * Ç.CP.O) = К CR.Pi QííR.PW 

4-(P,Q) = 4f * K.CP.Q) = <*CP,R)lLCR,Q)uD 

|n(P,Q) = Kn • <£nCP,Q) = | yR.P) $nCR,Q) V 

Pour finir la démonstration du théorème il suffit de montrer qu'il existe une 

constante A telle que pour tout e > 0, il existe nQ tel que pour tout n>nQ 

on ait : 

(i) (j(P,Q) S (1-e) (Jn(P,Q) + eA. V(P,Q) £ X * X 

On montre en fait qu1 il existe B e 1R tel que 

(ii) 6i(P,Q) ̂  (1-e) <** Kn(P,Q) + eB 

(iii) fi(P,Q) £ (1-e) Kn * ̂ (P,Q) + eB. 
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Comme 1̂  est > 0 la convolution avec 1̂  est monotone et on déduit de (ii) 

Kn * § ( p ^ = ( 1' e ) <|n(P'Q) + e B 

et de (iii) 

<̂ (P,Q) ï (1-e) ((1-e) ^n(P,Q) + eB) + eB 

et donc une inégalité du type (i). 

On donne quelques indications sur la démonstration de (ii) (ou (iii)) [cf [F]]. 

a) La fonction est continue sur X x X - D, donc uniformément continue sur 

tout fermé F de X x X disjoint de D. Un argument standard permet alors d'éta

blir que quel que soit e > 0, et quel que soit ce fermé F, il existe n Q tel 

que pour n ̂  n Q on ait 

sup |6}(P,Q) - 6f_(P,Q)| < e 
(P,Q)€F 0 J n 

et donc 

6}-(P,Q) < d-e) <|nCP,Q) + e (sup 6j(P,Q) + 2). 
XxX 

Il suffit donc d'établir que pour tout e>0 il existe un voisinage U de D et 
un entier nQ, tel qu'une inégalité du type (ii) soit vérifiée pour (P,Q) € %, 

n ̂  n Q (avec la constante B de (ii) indépendante de e , . . . etc). 

b) On peut trouver un recouvrement ouvert fini CU i) i ç j de X des isomor-

phismes analytiques (j>̂  : Û  > fi^ <z C tels que 

^(*:1(P),*:1(Q)) = log|P,Q| + f^P.Q) 

où f̂  est uniformément continue sur tout compact de x çî . 

Après quelques calculs, dont les détails, fastidieux, sont omis, on déduit la 

proposition souhaitée du lemme suivant : 
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iii) ШШ_6.~ On dí¿ÍQn<i maintenant рал (K n) n € 3 s í une билЛг da о̂псХ1опл С°° 
nzdLlQjb po¿lt¿ve¿> бил (С х (С vísv¿ú¿ant l2M txoÁA conditions ¿ulvantej* : 

1) Kn(P,Q) =0 si |P-Q| ̂  1/n ; 

2) роил ¿ou¿ QeC , J I^CPjQ)^ = 1 , ou u d&ó-újne la тежлпе, de 
Lebeógue ; c 

3) ¿e tXsUte, СЕЖ t e l quz sup Кд й С n 2 . 
А£оЛ4 роил ¿ou¿ е > О , I t dxAJbtd n Q ¿e¿ que роил tout n > n Q et 
.toot (P,Q) ¿e£ que |P-Q|< 2" 1 / e , on ¿u¿ 

(D log|P-Q| <(1-е)Г Kn(z,P)log|z-Q|uz . 
Je 

Démonstration : L'inégalité (1) peut se réécrire sous la forme 

f | z- Q l , , (1-e) log- K (z,P)y £ e log|P-Q|. 
JŒ |P-Q| n Z 

Fixons n et étudions séparément les deux cas 

|P-Q| > 2/n, et |P-Q| < 2/n. 

• Si |P-Q| > 2/n alors |z-P| ̂  1/n * |z-Q| > 1 |P-Q| et donc 

log||^| £ - log 2 si Kn(z,P) * 0 

on a donc 

(1-e) J log|pE^| Kn(z,P)yz > (1-e) (-log 2) Kn(z,P)yz 

^ - log 2 + e log 2 

£ - log 2 

> e log|P-Q| 
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Cette dernière inégalité provenant de l'hypothèse |P-0| ̂  2 ^ e . 

••Si | P-Q | < 2/n introduisons s = 

z = Q + s(P-Q). 

Le premier membre de (1) est donc égal à 

(1-e) |P-Q|2 log|s| Kn(Q + s(P-Q),P)ys. 

Pour |s| ̂  1 logls| £ 0 donc ce premier membre est supérieur ou égal à 

£ (1-e) |P-Q|2 f log|s| K (Q + s(P-Q),P)y . 
J|s|*1 

Comme log|s| ̂  0 si |s| ̂  1 on a encore 

^ (1-e) L \ c * 2 ^ 
n J\s\& S 

l o g M 

© = P*y 
|s|*1 

log|s|yç 

Il est maintenant clair que si n » 0, l'hypothèse |P-Q| < 2/n implique 

e log|P-Q| ̂  4 C log|s|y 
|s|<1 S 
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II.- LES VOLUMES DE FALTINGS 

On désigne toujours par X une surface de Riemann compacte de genre g ̂  1 
qu'on munit désormais de la forme de Kahler 

y = 1 
2TTig 

g 
i=1 

.. ,ü)g) est comme précédemment une base orthonormée de Г espace H 0^,^)]. 

La forme y est la forme canonique considérée au chapitre II [М.В.]. 
On rappelle qu'une métrique hermitienne sur un fibre inversible holomorphe sur X 
est dite y-admissible si sa forme de courbure 0 vérifie l'égalité 

0 = -2ni(degS£)u . 

Deux telles métriques sur iß ont un rapport constant et si P est un point de 

X, il y a une métrique hermitienne y admissible canonique sur <3̂ (P) pour 

laquelle la section canonique a p a pour norme ||ap||(Q) = G(P,Q) (G est la 

fonction de Green définie au paragraphe précédent). 

Si ô = In^ P̂  est un diviseur, le faisceau fr^Cô) a donc une métrique 

admissible canonique pour laquelle la section marquée ar a pour norme 
о 

||a6||(Q) = nG(P k,Q)\ 

On sous-entend toujours que ¿^(6) est muni de cette métrique. 
On rappelle que si ^£ est un faisceau sur X on désigne par Det Rr(X, le 
(C -espace vectoriel de dim 1 

h h 
det Rr(X,#) = Л 0 H°(X,^) <8> (Л1Н1(Х,^))° " 1 

0^ = dinifl, H 1 » , ^ ) ) . 

Choisissons une métrique hermitienne sur det RT(X,^). Il a été établi à 
(Exposé II)([MB] Theor. 4.13]) le Théorème suivant : 

THEOREME : On pe,ut d* une, manière, et d'une. бе,и1г de^lnVi роил tout ĉuucexiu InveA-
ь1Ыг heAmi&Len v-admtb&lblz, £ ь и х X, une, métsiiquz heAmltiznne, qu'on appelle, 
mitAtque, dz Vcüttxng* ьих det Rr(X,i£) de, teJUe, bonté, que, l u pn,op>vL£t£i> &ulvan-
t u boimt ventilé, и : 

ü). Л 0). 
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a) la métntqae. de. FaùUng* &u/i det Rv(X9Ĉ ) QJ>t colle, choisie, précédemment 

¿1 mun̂  *a métntque. natuneZte. (||11| = 1). 

b) Une i&omét/u.e. u : ¿6 -̂ -> Induit une. Âj>ométxle, de, det Rr(X,^) 

6UA det Rr(X,#f). 

c) VOUA tout icuuce.au InveJulblc keAmlticn y admUélble. 4 AUA X et tout 

point P de X VUomotipkUme. det Rr(X,^) — > det Rr(X,̂ (-P)) <S><# 

déduit de la &ultc exacte 

0 > (-P) > & > > 0 

cAt une <côomé£tte. 

(La notation ^p désigne la fibre de z£ en P ) . 

On notera dans la suite V p ^ . ^ ^(X/SQ ou simPlement ^alt^ la £orme 

volume correspondante. 

Une extension de la propriété c). 

Soit r €]N et soient P1,P2,... ,Pr, r points 2 à 2 distincts de X, et 

un faisceau inversible hermitien sur X. Lf espace vectoriel de rang 1 sur (E 

) est un produit de (C-espaces vectoriels hermitiens de 
i=1 pi i 1 

rang 1. Il a donc une métrique hermitienne "naturelleM, || |^ (celle qu'on 
r 

obtient en considérant © ©£D comme somme directe orthogonale des 
i=1 Fi 

# : Ha, 0 a2 ar|̂ at = n\\a±\\) . 

On appelle métrique de Faltings sur ® <>ép. la métrique 

Il Hpalt = H I U 
1 

n G(P,,P.) 
i<3 

Si on désigne par Vpalt (resp les éléments de volume on a donc : 

VFalt - Vnat x 
1 

n G(P,,P.) 
xs 
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Considérons alors la suite exacte 

o — > <3£(-p. ,...-pj—>£—> ® $ v — > o 
r i=1 i 

x 

Elle induit un isomorphisme 

det Rr(X,5&) — > det Rr(X, «£(-P ,-P,,... ,-PJ 0 ( 0 
1 2 r i=1 i 

Cet isomorphisme est une isométrie si chacun des termes est muni de sa métrique 

de Faltings. 

Démonstration : Nous nous limitons à r = 2 pour alléger l'écriture. Considérons 

les deux suites exactes 

0 > ̂ (-P l f-P2) >«^(-P1) > «SfC-P^ > 0 
2 

o — > c^(-p ) —>'£ — > à£ v — > o. 

On en déduit en appliquant à chacune, la propriété c), une isométrie : 

det Rr(X,^) = det Rr(X, J^(-Plf-P2)) 0 ̂ f-piîp ® 

= det Rr(X,02?(-P.-PJ) 0 o£ P l ® 00-t-PJp 
1 z i 2 2 

et le C-espace hermitien de dimension 1, (̂ ("P̂ p̂  est identifié à (C 

grâce à sa base marquée mais la norme de celle-ci est qXp^P~7* 

Le Théorème de Comparaison 

Dans la suite <à£ désigne toujours un faisceau inversible hermitien sur X 

de degré d ̂  2g-1, de sorte que H^(X,è6) =0. On dispose donc d'une métrique de 
Faltings sur det H°(X,̂ P) et on désigne par Vp a l t l'élément de volume corres

pondant sur H0(X,<£). Par ailleurs l'espace vectoriel H°(X,<̂ ) a une métrique 

2 
hermitienne IL 

Il a ||2 = f ||a(P)||2 yp  
JX 

104 



FONCTIONS DE GREEN 

et on désigne par V 7 l'élément de volume correspondant sur H°(X,^). 

THÎOÛm 3.- (Faltings) 

QueJL que. t>oÂjt e > 0 iZ exista dQ te l que. pou/t tout icUAce.au inveAAible. 

hznmitlm AUA X de. de.Q>ie d > dQ (> 2g-1), £eô éleme.vuU de. volume. 
VFalt et V 2 4UA H°(X,^p vé/u^eu* l'InégaUte 

VFalt 

e cd2 
V 2-
TLT 

Démonstration : Soit un faisceau de degré d O 2g-1) et posons 

r = d + 1-g = Dim H°(X^) 

Il existe un ouvert dense U de X r défini par les conditions P = (P1,...,Pr) € U 
ssi 

1°) Pi * Pj Vi * j 

2°) la suite exacte 

(*) 0 > àt (-P,,-P2-... -P ) > £ — > e é v >0 
r i l 

induit un isomorphisme 

• p : H°(X^) — > e ^ P ; 

cette condition équivaut à H° Çtt-P^ -... -Pr) ) = 0 , ou à H
1 (rfOP., -...-Pr) ) = 0 

puisque xCCC-P-i—Py)) = 0 • 

Soient % sur Picg~^ (X) * X le faisceau universel et 

p : Picg"1(X) x x > Picg"1(X) la projection. On a vu au chapitre II [M.B] 

que det Rp*£ - Ô'(-Q), et qu'il existe une métrique hermitienne sur M-e) 

tel que pour tout point x£Picg"^(X) 1 ' isomorphisme précédent induise une 

isométrie de dx-e)/ sur det Rr(X, ). 

Soit alors * : X r > Picg"1 (X) 

(Qx Qr) i—> ^(-Q r...-Q r). 
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L'ouvert U introduit précédemment est inclus dans i/T1 (Picg-1 (X) -0). Si 

(P1,...,Pr) € U , det Rr(X, ¿2 (-P1-... - Pr)) s'identifie comme espace métrique 

à la fibre en KP.,• • • ,P~) de & (-e). Soit oa la section canonique de 

fr(-e) sur Pic^CX) - 0 et désignons par x(P1,...,Pr) la fonction sur U : 

X(Plf...,Pr) =||aeC^(P1,...,Pr))||
2. 

L'espace vectoriel métrique det RrCX^OP^ ... - p

r)) s'idenfie donc à (E muni de 

la métrique ||1||2 = X(PX,... ,Pr). Reprenons la suite (*). On obtient 

VFalt;det iftx,*) = * < V - P r > ** VFalt; * -*p. 

= X C P ^ . . . ^ ) 1 

TT G(P.,P.) 
f V nat ' 

Fixons maintenant une base orthonormée 1?, soit (f1,...,fr) de H°(X,j£) on a 

• ' V » t • V п . V > ( x , ; « ) • • | l . ( f • , • " « ' t . 

on obtient donc l'égalité suivante entre les deux volumes sur H°(X,i6) : 

VFalt = V 2 x X(Pi> • * * > V ]  

hait yj. i r n G ( p p j 
i*j J 

© = P*y + p^y © = P*y + p^y 

Donc 

VFalt x " G ( P i ' V 

V 2 x X(P ,P ) 
IL 1 r 

= I U ( f ) A...A • t f 2 ) l Ê a t 

v 
vFalt 
V 2 

x 
H G(P.,P.) 
ifj 

xCP,,...^) 
Vp y p

yP i r 

© = P*y + p^y © = P*y + p^y © = P*y + p^y 

A--A •t£2Îl!nat yP 
 = 

106 



FONCTIONS DE GREEN 

Calcul de lUC^) A...A 4>(£r)||2 vPi,...,vp 

On désigne par p^ la ieme projection de Xr sur Xr et on considère les r sections, 

F̂^ = p* £± + p* f± +...+ p* £± (i = 1,...,r) 

du fibre 0 V*î£ 9 muni de la métrique somme orthogonale des métriques sur les 
j=1 3 

r facteurs. 

Désignons par (i) = (î ,...,i ) la permutation (1,2,...,r) ) — * (î ,...,ir) 

de l'ensemble {1,2,...,r} , et par e(i) sa signature. On a 

4>(f ̂ A . . . A(J>(fr)= (F1 a . . . AFr) (P1,... ,Pr) 

= 2: p. £ A p. £2 A...A p. £ 

= Z C-1)eUy fiA.-.Ap'f. 
/- • Л 1 -L _ i l 

!!•(£,) A...A *(fr)||2 = 
Ci),(i) 

r_ne(i)+e(j) <p*fi A...A p*^ ,p*f. A...A p*£- )> 
1 r J l J2 

ai.fi) k K \ K ̂ k 

f r Il+Cfi) A...A *(fr)||2 = 
CiiCj) 

K \ K ^k dd 
n <f, , f, >vt . 
1 - V ±t _ I -I 

Par hypothèse on a <£. ,f.: >U = Ô. . 
xk Jk ^ k 

, donc 

TT f <£- ,f. >u = <$ 

et par suite 

r IUC£XD A...A 4>C£„) ||2yp . . . yp = 1 1 = r ! 
Xr r S Fr fi) 

dfoù 
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V 
vFalt 
V 2 

= r ! x 1 
n G(P.,P,) 
i*i J 

и (Р, Р Г) 
Vp ... yp 

1 r 
2-1 La norme de a. est bornée inférieurement sur Pic6 (X) (et tend vers + «> 8 

au voisinage de 0) il existe donc une constante positive A indépendante de r 

et de V1,...,Pr telle que 

x(P1,...,Pr) £ A. 

Donc 

VFalt 

V 2 

> A r ! 1 

rvdw 
n G(P.,P.)yp ... p 

D'après le théorème , quel que soit ef > 0 il existe rQ tel que pour 

e'r2 
tout r £ rQ on ait TT G(PpPj) ̂  e et donc pour d ̂  rQ + g-1 on obtient 

VFalt è A'r ! e_£'r \Z 

et donc pour un choix convenable de e' 

VFalt * e"6d2 \r 
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III.- APPLICATION AUX SURFACES ARITHMETIQUES 

Ce paragraphe est la suite du paragraphe 6 de l'exposé II [MB] et nous ne 

ne rappelons que le minimum de notations indispensables. On désigne désormais 

par X K une courbe projective lisse de genre g ̂  1 sur un corps de nombres K 

et par X un modèle régulier de X̂ , project if sur C = Spec fr^ (0^ = anneau 

des entiers de K). 

Pour toute place à l'infini v de K on désigne par Kv le complété de K en v 

et on choisit un isomorphisme de avec (C. On désigne par la surface de 

Riemann obtenue à partir de X^ par le changement de base K > Kv > C et 

par yy la forme de Kâhler canonique sur Xv>. 

On rappelle qu'un faisceau inversible hermitien admissible ^ sur X est un 

faisceau inversible sur X dont toutes les fibres à l'infini sur sont 

munies d'une métrique yy admissible. Le degré de ï£ est le degré de <£^ sur 

Xjç. Si ce degré est supérieur à 2g-1, le ̂ -module H1 (X^£) est de torsion et 

on dispose grâce aux volumes de Faltings définis au paragraphe précédent d'une 

mesure de Haar sur le IR-espace vectoriel 

TTH°(X,i?) <2> K = H°(X,^) <2> m 

v ®K 2 

qu'on désigne dans la suite par mesure de Faltings. 

THEOREME 4,- Soit un 4cuuce.au InveMlble, keJimitlen admlb&lble. &UA X 
véxl£lant deg(̂ 6) > 0 et <àÇ,̂ £/> > 0. klohA I I e.xléte un entlen. n Q t e l 
que. pou/L n ̂  n Q ¿1 existe, un dlvlbe.u/1 d'knakelov e.t$e.ctl£ D t e l que. 

c £ * n - fray. 

Démonstration : On doit montrer qu'il existe a €H°(X,^^ n) tel que 

V v : 
© = 
P*y log||av||uv S 0 

et il suffit pour cela qu'on ait : 

V V : 
© = 
P*y 

© = P*y + p^y 
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On suppose toujours n assez grand pour avoir degà£® n £ 2g-1. Le TR espace 
vectoriel H°(X,à6)0 ]R = nH°(X,^) © K étant muni de sa mesure de Faltings 

TL v *K V 

on compare le volume du réseau H°(X,^6®n) et celui de 

B

n

 = { a = C av } 1 | x Havl|2yv = 1 pour tout vK 

D'après les résultats du paragraphe 3 : 

2 

Vc > 0, il existe n Q tel que pour n ̂  n Q on ait vol(Bn) £ e~
en . 

D'autre part d'après le théorème de Riemann Roch ([M.B]) 

log vol(H°(X,£® n) ® JR /ri°(X,̂ «n) ) = 
7L 

= - \ < X & n , l & n & ^ > - x(X,<fy - log#H 1CX,^® n) 

Et donc pour n >> 0 

volCH°CX(j£® " b ^ R / r f » » * " 1 ) S e-n
2/2<^»^> 

pour une certaine constante A. 

Et l'énoncé résulte alors du théorème de Minkowski. 

THEOREME 5.- Supposant la QWIZ g de X > 2 <U la &Âhhj(Ltlon 

X > C = Spec #"K àzmc-Atablz. Alote 

a ] '"x/c'Vc* â 0 

b) QulqJL qua *oi£ 1<l divià&uA d'Anakelov e^ectt^ D , 

<ùiX/C'D> * 

<ù,X/C'l0X/C> 

4g (g-1) 

On établit d'abord b), dont la démonstration repose sur le théorème de l'indice 

de Hodge [MB] et est calquée sur celle donnée par Szpiro, dans un cadre 

géométrique [S], 
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• Si D est inclus dans unefibre on a 

<D,a)x/c> + <D,D> = 2g(D) - 2 

et D < 0. Donc < D > = 0 avec <D'a)x/c> = 0 s* et seulement S1 D est 

une droite de self intersection -2 contenue dans une fibre singulière de 

X—» Spec a K . 

• Si D est horizontal, on peut en faisant une extension du corps de base se ra

mener au cas où D est une section de X > Spec &^ et 

<a)X/G,^> = "<^»^>* 

Soit F la classe d'une fibre verticale, alors pour n » 0 <nF + D,nF + D> > 0 

car F2 = 0, <F,D> = 1. 

Il résulte du théorème de l'indice de Hodge que le déterminant 

F2 <D,F> <o) ,F> 
X/C 

<D,F> D 2 <o>x̂ c,D> 

<0)X/C,F> <o)x/c,D>, o£ / c 

est ^0 , d'où en explicitant les termes : 

-4/c-4g(g-1)D
2>0 

et par adjonction 

4gCg-1)<^ / c,D>*<<ox /c,a>x /c> . 

Démonstration de a) : Posons 

" <U)X/C'a)XA:> 

r = . 
2(2g-2) 
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Pour tout e > 0, (choisi tel que T Q + e € Q) tu^^ + (rQ + e)F a une self 

intersection strictement positive. Il existe donc n̂  tel que pour n ̂  n £  

n^°X/C + ^ro + e ^ s o^ t équivalent a 1111 diviseur d'Arakelov effectif 

(Théorème 4) et donc d'après b) 
<U)X/C'Ù)X/C> 

<o> y / r ,a) x / r + (r + e)F> > 2g-2. 
X / L X / L ° 4g(g-1) 

Donc 2 

X̂/C 

4/C + ( ro + e ) 2S~ 2 28 T g - -

Puisque ceci est vrai pour tout e, on obtient en remplaçant r par sa valeur 
2 0 

2 1 ^ 
"X/C ( 1 " 2} = T g — 

2 
Et donc o^/c = 0 puisque g £ 2. 
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L. MORET-BAILLY 

0.- INTRODUCTION 

Soient K un corps de nombres, g un entier > 1 , H un réel . L'objet du 
présent exposé est de prouver que 1!ensemble des classes d'isomorphie de K-variétés 
abéliennes de dimension g et de hauteur différentielle est f in i , ainsi qu'une 
variante "polarisée" du même énoncé. Pour y parvenir on construit des compactifi-
cations des schémas de modules pertinents, permettant de comparer la hauteur stable 
d'une variété abélienne à la "hauteur projective" (à singularités logarithmiques) 
du point correspondant. 

La présentation adoptée ic i est plus "algébrique" que la démonstration originale 
de Faltings : on n'y fait pas usage des constructions de Baily-Borel, Mimford et 
a l . , et Namikawa. 

Signalons que Faltings a annoncé récemment la construction d'un champ propre 
et l isse sur Spec 7L , compactifiant le champ des variétés abéliennes principale
ment polarisées, et portant un schéma semi-abélien prolongeant le schéma abélien 
universel. Ceci permettrait (cf [D] , commentaires suivant 1.12) de se passer du 
"lemme de Gabber" (exposé IV) et par suite du recours aux jacobiennes. Enfin le 
§4 suggère quelques siimplifications à certaines démonstrations. 

Notations : 

Ojç = anneau des entiers du corps de nombres K. 

Si A est un schéma en groupes lisse commutatif sur une base S , on note 
[n]^ la multiplication par n dans A ; nA = Ker[n]A ; = det(Lie A/S) v ; 
s i A est un schéma abélien, on note A t son dual. 

1.- COMPACTIFICATIONS ET THEOREMES DE FINITUDE 

1.O.- Soient g,d deux entiers >1 , n un entier >3 . Désignons par 
M = M , le schéma de modules sur () des variétés abéliennes de dimension g, g,d,n J 

munies d'une polarisation de degré d et d'une structure de niveau n . Soit 
& ——? M le schéma abélien universel (qui existe puisque n > 3 ) et désignons par 
a) le faisceau inversible co^^ sur M . Le fibre en droites CD^ sur M̂, est muni 
de façon naturelle d'une métrique hermitienne p , de la façon suivante 
(cf. I , 3.3. ) : s i xeM(C) , la fibre ^ s ' identifie à H 0 ^ , ^ / £ ) , 

espace des g-formes (invariantes) sur la variété abélienne ; s i a est une 

te l le forme, on a alors par définition 

(1.0.1) p(a) 2 = y g 

Л co 
|ала| 
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COMPACTIFICATIONS, HAUTEURS ET FINITUDE 

où y est xme constante dépendant des auteurs. 
Si x€M(K) , où К est un corps de nombres, on désignera par hs(x) la 

hauteur stable (I , 3.3 ) de la variété abélienne Jf^ sur К correspondante (pour 
les métriques à l f infini compatibles avec la formule (1.0.1)). Le réel hs(x) est 
invariant par extension du corps de base ; on obtient ainsi une application 

(1.0.2) hs:M(Q) ->Ж 

où <Q désigne une clôture algébrique de <Q . 

THEOREME 1.1.- On лирроде. que. n eJ>t dlvJubXbbL рак 8d2 . Il existe, une. compactt-
fiiccutLon M de. M , un entleA 1 , et un {^оиисехш. ЫиелблЫе. ample. % ьик M 
prolongeant a)®"1 , teJU que. 

(i) la, métrique. р ш бил. ^ C | j ^ = ^ à &1пди1алл1е& logaAÂlkmlqueA le. 

long de. M-M (I, 3.2) ; 

(ii) Jbt h désigne, la dbib&d de. kauteara [modulo 1ел fonction* Ьоллеел) лил M(5}) 
définie, рал Ж et la métrique. р ш , а1оЛА la fonction hs da (1.0.2) QJ>t danb 
la сМльъе. — h . 

m — 

Par "compactification" on entend une Q-variété projective contenant M comme ou

vert dense. 
Ce théorème sera démontré aux § suivants. Auparavant nous allons en déduire des 
théorèmes de finitude pour les variétés abéliennes sur les corps de nombres. 

1.2.- Si К est un corps de nombres, on désigne par M (K) (resp. M j(K), 
Mg ^ П(Ю) l'ensemble des classes de K-isomorphie d'objets A^(resp(A^,^s^) , 

resp. (AK, ; § K , vK)) où AK , v K désignent respectivement une K-variété 
abélienne de dimension g, une polarisation de degré d 2 sur AK , et une structure 
de niveau n sur AK (ainsi, Mg ^ n(K) est bien l'ensemble des points à valeurs 
dans К du schéma Mg>ci,n) • Pour tout réel H > on désigne respectivement par 
M"(K) , M" ,(K) , Ф A (K) les sous-ensembles des précédents obtenus en imposant 

la condition 

hdif(AK) <H 

où hdif désigne la hauteur différentielle (I , 3.3 ) ; cette condition, rap
pelons-le, implique hs(A^) <H . Nous commettrons à l'occasion des abus d'écriture 
du genre "soit C ^ , ^ ) eM g > d(K)" . 
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THÉORÈME 1.3.-

(i) VOUA tout con.pt> de потЬкел К et tout Kéel H , leJb епьетЫел 

м"(К), M" (K), MJ , (K) i>ont lûilb. 

(ii) II exû>te une constante Cg telle que роил, tout сокрл de потЪкел К et 
toute. A„€M (К), on eut 

hs(A K) >Cg 

(et a ^OHÀAX)KI hdif (AK) г С ) . 

1.4.- Le théorème 1.1 ci-dessus, joint aux propriétés de finitude des hauteurs à 

singularités logarithmiques (I,Th.3.10, implique la finitude de M̂  , (K) lors-

que 8d |n .De plus, comme toute variété abélienne admet une structure de niveau 

n après extension finie convenable du corps de base, on en déduit encore, compte 

tenu de la minoration des hauteurs ( I , loc .c i t . ) : 

(1.4.1.) I l existe Cg ^ te l le que pour tout corps de nombres К et tout 
( A K , S K ) e M

g ) d № ) , oA a i t 

h s ( A K ) > C g j d . 

1.5.- Prouvons maintenant la finitude de _,(K) (nous suivons [D]). 

LEMME 1.5.1. - Sott r un entten. divAj>tble рал. deux entivu> pKemtojvb ent/ie eux 
et ^3 [рол exemple. r = 12) . SoÀt A K une va/itété abélienne de dumenbton g 
-бил un coup* de потЪкем К , et boit JI une place de К où A K n'a раь 
réduction beml-stable, Щ ла понте. Alosu 

log Щ^ [K : Q ] Card GL2g (Z/r Z) (hdif (A^) - hs (A R ) ) . 

Démonstration : I l existe une extension K' de К rendant rationnels les points 
d'ordre r de A^ , et de degré 

[K' : K] <CardGL^ (Z/rS) . 

La variété abélienne A V L est à réduction semi-stable sur l'anneau des entiers 

CL, de K' ( [SPC],1,5.18). Par suite, s i A et A' désignent les modèles de Néron 

respectifs de A^ et A^, sur &^ et fi^, , le morphisme naturel de t/^,-schémas 

en groupes 

A \ ° K - > A ' 

n'est pas étale aux places de & divisant p . En conséquence le morphisme natu-
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rel de O^y-modules inversibles 

[K':Q] [K':Q][K':Q] 
[K':Q][K':Q] 

admet un zéro en chacune de ces places (qui sont toutes de norme ^ Np) . On en 

t i re 

hdi£(AK) 
1 

[K':Q] 
d e g c > 

K' 

[K':Q][K':Q][K':Q] 

1 
[K':Q] (deg^ ^ ' / ( T + l 0 g N p ) 

= hsCAJ + 1 
[K':(Q] 

log Np 

^hs(AK) •* 
1 

[K:Q]Card GL 2 g(Z/r Z) 
log % . 

1.5.2.- POUT [K':Q][K':Q][K':Q][K':Q] , le lemme 1.5.1 et 1'assertion (1.4.1) impliquent 

(avec les notations du lemme) 

log Np< [K:Q]Card Gl UL/r7L) (H - C d ) . 

Si donc T-j désigne l'ensemble (fini) des places p de K vérifiant l ' inégali té 
ci-dessus, alors pour tout (\>^Y? e M g d^® l a v a r ^ t é \ a réduction semi-
stable en dehors de T1 . 

1.5.3.- Soit n un entier > 3 , divisible par 8d2 . Toute iAv,3v) eM9 ,(K) 
acquiert une structure de niveau n sur une extension de degré borné par 
Card GL9 (Z/n 2) . Les points de M , (Q) correspondant aux diverses structures 
de niveau n sur les ^Sc '^K^Q s o n t c * o n c ^ e degré borné, et de hauteur bornée 
par H (th. 1.1). I ls sont donc en nombre fini (I ,Th.3.1 1 ) et par suite les 
(A^jijç)^ (pour (\>^%) ¿00) n e forment qu'un nombre fini de classes d ' iso-
morphie. I l existe donc un ensemble fini T 2 de places de K te l que toutes les 

envisagées aient bonne réduction potentielle en-dehors de T 2 . 

1.5.4.- Pour ( A K ^ K ) e ^ . d « le lieu de mauvaise réduction de Av est 

contenu dans u T2 . La variété AK a donc une structure de niveau n sur une 
extension de degré borné, non ramifiée en-dehors de u T2u {places divisant n}. 
Ces extensions sont en nombre fini (Hermite) et i l existe donc K1 finie sur K 
te l le que les ( A K , ^ K ) K f aient une structure de niveau n, donc ne forment qu'un 
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nombre fini de classes d'isomorphie. On conclut par un argument galoisien standard: 
le groupe r= Aut^, (Â f )(5£,) étant f in i , i l en est de même de l'ensemble 
H^K'/K^) . • 

1.6.- La finitude de -.(K) implique trivialement celle de -, (K) pour 
tout n . I l reste à établir celle de M̂ QO et l 'assertion (ii) de 1.3. On u t i l i se 
pour cela les faits suivants (où et BR désignent des variétés abéliennes sur 
le corps de nombres K) : 

a) hdif(AKxBK) = hdi£(AK) + hdi£(BK) (immédiat) 

b) hdif (AK) = hdif (A )̂ (VII , §2) 
t 4 

cHA^xAjç) admet une polarisation principale (VIII,Prop. 1). 
d) l'ensemble des classes d'isomorphie de K-variétés abéliennes facteurs directs 

de B„ est fini (VIII,Prop. 2). 

Le lecteur pourra s'assurer que la démonstration des assertions ci-dessus n 'u t i l i se 
pas le présent exposé. Les assertions a ) , b) , c) et (1.4.1) impliquent l 'assertion 
(i i) du théorème (avec CCT=i CG J . Pour Av parcourant , les variétés 
abéliennes B^ = (A^xA )̂ ne forment qu'un nombre fini de classes d'isomorphie 
(à cause de a ) , b ) , c) et de la finitude de Mg ^(K)) . On conclut grâce à d). | 

2 .- LA PROPRIÉTÉ DE PROLONGEMENT 

DÉFINITION 2.0.- Soit S un schéma. Un S-schéma en groupes A >S ел1 dit 
¿ejfrU.-6ta.bte. si : 

(i) A ejbt commutatlf, libse et sépaAé лил S . 

(i i) Роил tout s €S , la composante, neutre. A0 de. A : = ABLK (S) eJbt exten-
sion d'une, vaAiété abélienne рал un toAe. 

( i i i ) Il exibte un ouveAt U de S tel que la. KestAictÀon A^ boit un U-schéma 
abélien eX que роил tout s e S \ U Vanneau local 0^ s soit noAmal excellent. 

Un S-A cinéma semi-abélien est рал définition un S-schéma en QHxjupes semi-stable 
à fibAes connexes. 

2 . 1 , - Dans tout le §2 on fixe t rois entiers g ^ 1 , d>1 ., n ^ 3 . Tous les 
schémas en groupes semi-stables envisagés, sauf évidence du contraire, sont suppo
sés de dimension relative g . 

Soient S un schéma de caractéristique 0, A ^ >S un S-schéma semi-abélien, 
et soit UcS un ouvert dense comme en ( i i i ) ci-dessus. Donnons-nous, sur le 
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schéma abélien A^ , une polarisation de degré d et une structure de n i 

veau n, notée Vy . On obtient ainsi , avec les notations de 1.0, un morphisme 

(2.1.1) jy = JCAy,^, V u ) : S M = M A 

ainsi qu'un isomorphisme de U-schémas abéliens 

[K':Q] 
[K':Q] 

d foù un isomorphisme de ©ĵ -modules inversibles 

(2.1.2) aU 1 ^U^' \ / U - ( A , A/S } U * 

Cela étant, soient M une compactification de M , m un entier ^ 1 , 32 un 

faisceau inversible sur M , prolongeant u? m (c'est-à-dire que l'on se donne 

un isomorphisme -^^o)0111) 

DÉFINITION 2.1.3.- Avec IQA kypothèbeb et notation* de 2.1, noua dlnonb que 

(M,m;$) a la propriété de, prolongement роил (A—^>S , £^ , Vy) ¿1 

(i) le, morphtbme j y : U *M de, (2.1.1) 4e prolonge en un morphisme 

j : S > M (unique, puisque, U ebt bckematjjquement denhe dan* S ) ; 

(ii) Visomorphisme o^m (2.1.2) 4e prolonge en 

в : j * # - ^ ; s 

(compte tenu de l ' identification = ш®ш) 

Но ил diront que, (M,m,1ë) a la propriété de, prolongement ^ Il a ladite propriété 
роил tout (A—>S, , 5 ^ , VJJ) corme ct-deAlub. 

THEOREME 2.2.-

(i) Il existe (M,m,"3S) commme en 2.1, ayant la propriété de prolongement et tel 

que 3ê boit ample ьиг M . 

(ii) Tout (M,m,JÔ comme en (i) ci-dessus vérifie 1ел condition* (i) et (ii) 
du. théorème 1.1. 

2 .3 . - La partie (i) de 2.2 sera établie au §3. Soit (M,m,%) comme en (i) 

ci-dessus, et montrons que la métrique p m sur = ^m est à singularités 

logarithmiques. Il suffit pour cela de trouver un morphisme ÏÏ : S — p r o p r e 

et surjectif te l que тг*рт soit à singularités logarithmiques. Or le lemme de 
Gabber ( Exposé IV ) implique qu ' i l existe un diagramme 
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S <= ^->S 

M 

où ÏÏ est propre surjectif, i une immersion ouverte, et S propre sur 
Spec Q , te ls que le S-schéma abélien ^ = T\*A, se prolonge en un S-schéma semi-
abélien jtg- . On peut supposer (et l'on suppose) que S est normal : la proprié
té de prolongement implique alors l'existence d'un diagramme commutatif 

s « — 

M<= [K':Q] 

et d'un isomorphisme 

[K':Q] O). 0 M _ 

prolongeant 11isomorphisme in i t ia l sur S et par suite respectant les métriques 

sur S . I l suffit donc de montrer que la métrique habituelle sur u> 
[K':Q] 

est à singularités logarithmiques le long de S-S ; ceci a été vu en I , Th.3.2 

2 .4 . - Montrons maintenant que (Mjin,^) vérifie la partie (ii) de 1 . 1 . Pour cela 
soit (M^ ^ 1X11 m°dele eirtier de (M,rîê) et soit h la hauteur sur M((Q) 
associée (pour la métrique p®m sur . Toujours d'après le lemme de Gabber, 
i l existe un diagramme 

[K':Q] i 
'X7L 

[K' 

V 
M 

Spec Q< Spec 7L 

(où TTQ est propre et surjectif, et où i induit une immersion ouverte de 
dans : = X z ® z Q) , et un schéma semi-abélien sur X^ prolongeant 

TTQA . De plus, quitte à modifier X^ , on peut supposer qu ' i l existe un diagram
me commutâtif 
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y 
[K':Q] [K':Q] 

[K':Q] 
1 

[K':Q] 

V 
M 

M [K':Q] 

SpecQ Spec 2Z 

( i l suffit de remplacer Y par l'adhérence de [K':Q] dans [K':Q][K':Q][K':Q] 

On suppose de plus [K':Q] normal. Si x est un point de [K':Q] à valeurs dans un corps 
de nombres K , i l se prolonge en une section x : Spec 3r [K':Q] . L'image 
réciproque A77 est un modèle semi-abélien sur (¥v de la variété abélienne 
J x̂ = x*jt sur K ; c 'est donc le "modèle de Néron connexe" de cel le-ci , et par 
suite la hauteur stable de -A. (c 'est-à-dire, avec la notation (1.0.2), le réel 
hs(Tr^(x))) n 'est autre que la hauteur de xe)L(K) , relativement au modèle en

t i e r et au faisceau inversible [K':Q][K':Q][K':Q][K':Q][K':Q] 

D'après la propriété de prolongement am 
0)77 

s'identifie au-dessus de Spec (D 
avec 17*$ • Par suite les hauteurs sur X (̂3J) définies par TT̂  et 
aS? ont une différence bornée. Finalement la différence 

|hs(7Tç(x): 1 
m 

h(7T(n(x))| (XEX^Q)) 

est bornée, et i l en est de même, puisque 7rm est surjectif, de la différence 

|hs(y) - 1 
m 

h(y)| (y€M((D)) . 

Remarque 2.5.- On peut montrer une réciproque de la partie (ii) de 2.2 : s i 
(Mjm,^) est comme dans le théorème 1.1, alors (M,m,3ê) a la propriété de pro
longement. En fai t ceci n 'u t i l i se que la propriété (i) de 1.1 (singularités lo
garithmiques) et l'amplitude de % , de sorte que la propriété (ii) de 1.1 est 
conséquence du reste. 

3 . - CONSTRUCTION DE LA C(M>ACTIFICATION 

3.0.- On garde les notations de 1.0. On note [K':Q] te la polarisation 

naturelle de degré d sur le schéma abélien universel J4 sur M , et 

vM : ( S / n S ) ^ A la structure de niveau n naturelle. 
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3.1 . - Construction d'un faisceau inversible sur Jt 

Soit (A,;S) un schéma abélien polarisé sur un schéma S . On définit un 
faisceau inversible L(;§) sur A de la façon suivante : s i P désigne le 
faisceau de Poincaré sur Ax A1" , on considère le morphisme 

[K':Q] 
[K':Q] 
[K':Q] 
[K':Q] 

: A >АхАг 

et l 'on pose 

(3.1.1) L ( ^ ) : = ( " J / C P ) * 2 • 

Le faisceau L ( 5 ) sur A est symétrique (et même "totalement symétrique"), 
rigidifié (c'est-à-dire muni d'une tr ivialisation le long de la section unité 
ед : S—>A) , très ample relativement à S , et la polarisation Фцч^ : ^ — * A t 

associée n 'est autre que 

Appliquant cette construction au schéma abélien polarisé (A>,^t^) sur M , 
on obtient un faisceau inversible 

(3.1.2) ¿6 : =LC§M) 

sur Л ; le sous-schéma en groupes 

(3.1.3) K(«):= Кег(Ф<£ : A > А г ) = Ker(4^M) 

de Л est fini étale sur S de rang 4 2^d 2 , et est contenu dans ^ 2 A . Notons 
que vu l'hypothèse 8d 2 |n , on a 

(3.1.4) K ( ^ ) c K ( 5 ê e 2 ) c N A . 

3 .2.- L'évaluation aux points d'ordre n 

Considérons le morphisme naturel de restriction des sections 

(3.2.1) F**f > F*teT| n ^) : 

c 'est un morphisme de ^-module localement l ibres, respectivement de rang 
4 ^ d e t n 2 S . 

PROPOSITION 3 .2.2.- Le morphisme (3.2.1) est tnjectlf et fait de F**5 un sous-

falAceau localement facteur direct de F*(s£|n<^.) . 

Démonstration : la formation de (3.2.1) commute à tout changement de base. 

Comme d'autre part К(.*б)апЛ, , on est ramené au lemme suivant : 

LENME 3 .2 .3 . - Soient A une variété abélienne бит un corps k , L un faisceau 
Inversible ample et engendré par ses sections sur A . Alors le morphisme 
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natu/ieJt de, restAÂjcXton 

H°(A,L) >H°(K(L),L|K ( L )) 

est inje,ctt^. 

Démonstration : Le groupe de Mumford ^ ( D QM1], [M2]), extension centrale de 
K(L) par (Bm , opère sur les deux membres du morphisme envisagé, qui est 

<^(L)-équivariant. On sait de plus que H°(A,L) est un < (̂L) -module irréductible 
(voir [M2], §1 pour le cas "séparable", qui suffit à nos besoins ; pour le cas 
général voir [SPC], VII, 5.2.2). Par suite notre morphisme est injectif ou nul, 
or i l n f es t pas nul puisque L est engendré par ses sections. • 

L'étape suivante va consister à t r ivia l iser F*(ô£ |nifc) (après un changement 
de base idoine), pour interpréter le morphisme (3.2.1) comme un"point" d'une 
grassmannienne. 

3.3.- Construction d'un revêtement M de M 

Comme ¿6 est symétrique et r igidif ié , le théorème du cube fournit un isomor
phisme canonique 

[n£(*f) ^ 9 n 2 

respectant les rigidifications. En particulier, pour tout xe ( 2 / n 2 ) ^ 
identifié à une section de A (M) grâce à la structure de niveau, on a une 
tr ivialisation canonique du (^-module x*o£ , d'où un revêtement "kummérien" 

M ^ S g e c ^ ( 0 ^ © x*o£~1 0 . . . © x*£~n +1) 

qui est étale sur M de groupe /Mn2 • Q*1 pose alors 

(3.3.1) « : = T Q « K > 

le produit étant étendu à xe (2/nZ) g -{0} . 
C'est un revêtement principal de M , de groupe 

n 2 g -1 
(3.3.2) r:=8u 9 )

 1 . 

3.4.- Le plongement grassmannien de M 

Si l 'on désigne par A , oc , etc. les données sur M déduites par change
ment de base de , etc , la restriction à ^fc du faisceau <£ est munie 
canoniquement d'une tr ivialisation que nous noterons a (remarquons que <à? est 
déjà t r ivia l isé sur la section unité de A : ; c 'est pourquoi nous avons omis 
x = 0 dans la définition (3.3.1)) . Considérons la suite de morphismes de 
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^-modules M 

(3.4.1) ?J •F .Ce ^ — s - ^ F . C O ^ l — *n2S 
; j *-v/ -

où la première flèche est la restr ict ion, la seconde est déduite de la t r iv ia l isa

tion a et la troisième de la structure de niveau Vĵ  . Comme la première flèche 

est déduite par changement de base de (3.2.1) , le composé (3.3.1) fait de 

FUT, d faprès 3.2.2, un sous-faisceau localement facteur direct de > et 

par suite définit un morphisme de Q-schémas 

(3.4.2) t : M >(E:=(G „ 0 r r 

4 g d , n 2 M 2 g 

où G désigne la grassmannienne des sous-espaces de dimension 4 gd de Q N 

THÉORÈME 3.4.3.- Le moiphÂsme. t de (3.4.2) est an plongeme.nt. 

La démonstration est donnée dans [MB], chaprtre VII, §2. Indiquons simplement 
comment l 'on reconstitue le schéma abélien A sur M à part ir du sous-fibré 
V : - F .£de <y$ 2 g . Conme Z est très ample relativement à F , A . s ' identifie 
à un sous-schéma de PC00 . D'autre part les formes coordonnées sur C^jj^ don
nent par composition n 2 g homomorphismes surjectifs T7" , donc n 2 g 

sections de PflJ^) dont la réunion n 'est autre que nJt^ rem On montre alors 

que le sous-schéma A de Pft>) est défini par l ' idéal homogène engendré par 

Ker(p.O' p c V ) (2) »P.C©- p c i r )C2) l n X ) 

où p : PCI?*) >M est le morphisme structural. En d'autres termes, J-b est , 
localement sur M , l ' intersection des quadriques de PO?0 contenant A . 

9 2 ^ C'est ic i que l'on u t i l i se le fait que K(«s£ ) o *A , conséquence de l'hypothèse 
8d z |n . 

3.5.- Construction de M et^jp 

La grassmannienne (E est munie d'un faisceau inversible très ample C ^ O ) , 

définissant le plongement de Plùcker de G . Explicitement, C^(-1) est le déter-

minant du sous-fibré universel de &^ : par suite, vu la définition du plonge

ment t , on a un isomorphisme canonique 

(3.5.1) t * ( y c ( 1 ) - ^ - » (de tF*<£R 1 . 

Le groupe r de (3.3.2) opère sur M (le quotient étant M ) , et aussi sur 

n 2 g -1 
(E, de sorte que t est r-équivariant. En fa i t , r = ÛU 2 ) opère sur l ' e s -

n 2 g n z 

pace vectoriel Q par multiplication sur les coordonnées (sauf celle indexée 
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par 0 € ( Z / n Z ) 2 g ) de sorte que le faisceau ^ ¡ 0 ) est r-équivariant ; de plus 
1?isomorphisme (3.5.1) ci-dessus est compatible aux "actions" de r (l 'action 
sur le second membre résultant du fait que celui-ci provient de M) . I l existe 
donc un entier m̂  > 1 , un faisceau inversible ample Q sur le quotient (B/T , 
descendant £^,(m.j), et un isomorphisme 

(3.5.2) t *Q — ^ (det F* d j* ~m1 
où t désigne le plongement 

(3.5.3) t :M = M/r < »G/ r 

déduit de t par passage au quotient. On pose alors 

(3.5.4) M = adhérence de t(M) dans (E/r 

de sorte que M est une compact if icat ion de M et que ^ est ample sur M et 
prolonge, grâce à (3.5.2) le faisceau (det F*O^)®

 m1 sur M . 

THEOREME 3.5.5.- la icuActau InveAAÂJble. 

(det F.a£)« 2 8 w * 4 g d 

OAt d'otebio. fÂjU. dans Pic (M) . En d'amtnzs teJun&s IL <LxU>t<L un zntivi ô £ 1 
vt un lsomo*vphu>m<L da O^çmoaulcs AJIVQAAÂJQIQA 

t : d e t ( F . ^ ) - 2 6 - - - > a,*4**6 . 

Pour la démonstration, voir [MB] , chapitre VIII. 
Posons 

(3.5.6) %=tf* 

m = 4%ôm^ : 

alors, une fois choisie la tr ivialisation t de 3.5.5, le faisceau32(qui est ample 
sur M) prolonge oJ*m . Pour établir l 'assertion (i) de 2.2 i l reste à voir que 
(M,m,$é) a la propriété de prolongement. 

3.6.- Démonstration de la propriété de prolongement 

Reprenons les hypothèses et notations de 2.1 : i l s 'agit de montrer que 
(M,m,$) a la propriété de prolongement pour (A——>S , vtP * ^ous Pou~ 
vons pour cela supposer S normal, excellent et intègre. 

LEMME 3.6 .1 . - SOÂX ÏÏ: S'—»S un moiphamo. fini SuKjzctif. Si (M,m,3ê) 

V1 = Q M 
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a la ptwphlito. de. pswlongejmnt роил. 1ел données ьил S1 déduAXzA рал ckangw&nt de 
baôe du (A, Sy, , a£o>̂ 6 ÀZ a la. pKopKÀ,o.ti de. ptwlonqmant роил (A, v^) . 

Démonstration : Remplaçant S' par une composante de S' dominant S , on peut 

supposer S' intègre . 

a) Posons U* =7T~4u). On a par hypothèse un diagramme commutât if 

U! c » s; 

ILS— >S \ 

^ M 

Considérons dans SxM l'adhérence Z du graphe de j ^ . C'est un S-schéma 
propre et birationnel sur S et i l est dominé par le graphe de j ' dans 
S' xM , qui est isomorphe à S' donc fini sur S . Par suite Z est fini b i 
rationnel sur S normal, donc s ' identifie à S et est le graphe d'un morphisme 
j : S—*>M prolongeant ; de plus on a nécessairement j ' = j©ÏÏ par densité. 

b) On dispose maintenant sur S des faisceaux inversibles et j*<3£ , 
ainsi que d'un isomorphisme entre leurs restrictions à U , résultant de ( 2 . 1 . 1 ) . 
Comme S est normal et ir surjectif, un te l isomorphisme se prolonge sur S 
s i et seulement s i i l se prolonge "sur S1 " , ce qui résulte de la propriété de 
prolongement sur S' . I 

3 . 6 . 2 , - Quitte à remplacer S par un S-schéma S' >S fini surjectif, ce qui 
est loisible d'après ce qui précède, on peut supposer qu ' i l existe : 

a) un S-schéma en groupes semi-stable (2.0) A 1 — — t e l que A ' ° =A et 

A'JJ = AJJ , et un isomorphisme 

v : ( Z / n 2 ) 2 | ^ » N A ' 

prolongeant la structure de niveau Vy sur A^ ; 

b) un faisceau inversible L sur A ' , prolongeant LCfy) (cf. ( 3 . 1 . 1 ) ) , muni 

d'une rigidification prolongeant celle de L(^y) et vérifiant le théorème du 

cube sur A' . 

L'assertion a) est démontrée dans [MB],IV, §8, et l 'assertion b) dans [MB] ,11. 

Le faisceau L de b) est unique ; i l est symétrique et ample relativement à S . 

On a comme en 3 .3 un isomorphisme canonique 

[n]*L-L 0 n 2 
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résultant du théorème du cube et de la symétrie, d foù comme dans loc. c i t . , une 

tr ivial isat ion de L T , d'où un revêtement étale 'S de S , de groupe 

n 2 g 1 -r = 9) • De plus, si l'on pose U = Ux S , on a un diagramme cartésien 
n ^ S 

U >M 

u — i l * M 

de sorte que, remplaçant S par S , on peut supposer que l'on a un relèvement 

: U *M de : U *M . Le morphisme t ° j y : U > (G correspond à un 

morphisme de ^-modules localement libres 

(f ' D y C — ( L | n A l ) u _ ^ £. ( ^ . ^ - ^ © n 2 8 

déduit de (3.4.1) par le changement de base • ®T on dispose maintenant sur 
S d'une tr ivial isat ion de L| A i (prolongeant j ^ a , où a est définie dans 

3.4) et de 1 'isomorphisme v de a) ci-dessus, d'où une suite de morphismes 

(3.6.2.1) £;L »fi(L| A , ) « -* f j (Or A f ) _ ^ ^ g 

prolongeant la précédente. 

THEOREME 3.6.3.- ([MB],VI, théorème 3.5). Le morphisme (3.6.2.1) fait de fJL 
«2g 

un sous-faisceau ¿0calment facteur direct de & Q [en particulier f{L est 

localement Libre, automatiquement de rang 4gd) . | 
On obtient ainsi un morphisme S * (G , et par composition un morphisme 

h : S >€/r , rendant commutatif le diagramme 

u « » s 

M c * (Б/Г 

de sorte que (par densité) h se factorise par j : S s>M prolongeant jy . 
C'est la partie (i) de la propriété de prolongement 2.1.3. 

Par construction, j*Gfê) n 'est autre que (det fJL)®~2<Sm1 ; la partie (ii) 

de 2.1.3 résulte donc du théorème ci-dessous : 

THEOREME 3.6.4.- On peut choisir Ventier 6 et Visomorphisme t de 3.5.5 

de telle sorte que pour tout (A' —>S, L, , 5 ^ , v ) vérifiant les propriétés 

a) et b) de 3.6.2, Visomorphisme 

« ?a ® 4 g d 6 

j*x : (det f - L ) ™ — - » t t A u / u 
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A2. prolonge, en an i&omorpkibme. 

(det f'*L) A/S 

C'est la"formule clé canonique" notée FCC(Spec Q, g, d) dans [MB] . • 

Remarque 3.7.- On peut montrer, par des méthodes analytiques, la partie (i) de 
2.2 en prenant pour M la compactification de Satake de M . On aurait pu aussi, 
au lieu du revêtement M , u t i l i se r les schémas de modules avec "structures 
thêta" de Mumford [M2] , le plongement grassmannien étant remplacé par le plonge-
ment projectif de loc. c i t . 

4.- REMARQUES ET COMPLEMENTS 

L'auteur s 'est rendu compte un peu tard qu'on pouvait simplifier les arguments 
qui précèdent. La propriété de prolongement de 2.1.3 peut être avantageusement 
remplacée par la version affaiblie suivante, que nous appellerons "propriété de 
prolongement faible" : avec les notations de 2 . 1 , on AuppoAe. de plus l'existence 
de j : S—^M prolongeant : U—» M , et on exige alors que la propriété 
2.1.3 ( i i) soit vérifiée, i .e que j * % coïncide avec a)®̂ )g . 

Avec cette modification le théorème 2.2 reste valable : 

- partie (i) : l'avantage est que l 'on est ramené au cas où la base S est un 
trait. La démonstration est celle de 3.6, mais les résultats de [M.B] ut i l i sés 
en 3.6.2 et 3.6.3 sont bien moins chers dans ce cas. 

- partie (i i) : la partie "prolongement du morphisme" de la propriété de prolon
gement n 'é ta i t u t i l isée qu'en 2.3, et de façon inessentielle puisqu'il suffit de 
remplacer S (notation de loc. c i t . ) par le normalisé de l'adhérence du graphe 
de TT dans SxM (comme on le fait d 'ailleurs en 2.4). Le reste de la preuve 
est inchangé. 

Un autre bénéfice est que la propriété de prolongement faible s'étend immédia

tement au cas où, avec les notations de 2 . 1 , A—»S est seulement un "espace 

algébrique semi-abélien" sur le schéma S : en effet on se ramène au cas où S 

est un trait, auquel cas A est automatiquement un schéma. Le lemme de Gabber 

n 'est donc u t i l i sé que dans sa version "espaces algébriques", plus simple. 

Bien entendu, la remarque 2.5 reste valable, de sorte que la propriété de 

prolongement faible et l'amplitude de impliquent la propriété de prolongement 

de 2 .1 .3 . 

Enfin on peut montrer VanixiÂXé. (pour m fixé) de (№,m9%) vérifiant la 

propriété de prolongement faible, lorsque l'on impose à *% d'être ample et à M 
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d'être normal. Plus précisément, on laisse en exercice au lecteur le résultat 
suivant : 

PROPOSITION.- Soient MLj et M2 deux compactif^ication* normales de, M , munies 
respectivement de faisceaux inversibles ^ et $2 Prolongeant oj®m (nU1) . 
On *uppo*e que (Mi,m, véhi^ie la propriété de prolongement faible (pour 
i = 1,2), et que %^ est ample *ur ÎÂ^ . Alons il existe un unique morphisme 
ÏÏ : M2 — • M| induisant Videntité *ur M , et Von a TT* ^ = ^ [comme 
prolongements de a)®m) . 

En conséquence, NL est la compact if icat ion de Satake de M . 
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Exposé V 
LE LEMME DE GABBER 

Pierre DELIGNE 

Le résultat principal de cet exposé, le théorème 1.4, est dû à 0. Gabber. 

1.- ENONCES 

1.1.- Dans cet exposé, nous travaillerons systématiquement avec des espaces algé

briques ([1] ou [6]), plutôt qufavec des schémas. Ceci pose un problème de réfé
rences. Nous nous permettrons de renvoyer à un art icle où un théorème est démontré 
pour les schémas, et de l'appliquer aux espaces algébriques, lorsque la même 
preuve permet de le démontrer. Une preuve pose problème lorsqu felle u t i l i se que 
tout point à un voisinage affine, et que "voisinage" ne peut pas être remplacé 
par "voisinage étale". 

Ceci nous amène à parler d'espace alge.bsu.quQ. abition A sur S, là où on par
lerai t d fordinaire de schéma abélien sur S : c f es t un S-espace algébrique en 
groupes commutât ifs f : A •> S, avec f propre et plat de présentation finie, de 
fibres géométriques des variétés abéliennes. Nous appellerons espace algibniquo, 
AQjtni-a.bo.LLm A sur S un S-espace algébrique en groupes commutât ifs f : A S 
avec f séparé plat de présentation finie, de fibres géométriques des extensions 
de variétés abéliennes par des tores. Noter toutefois que 

(a) Pour S le spectre d fun corps, tout espace algébrique en groupes sur S est 
un schéma ([2] n° 4), d'ailleurs quasi-projectif ([4]). 

(b) Pour S un trait, tout espace algébrique en groupes G sur S, localement 
de type fini et séparé sur S, est un schéma. Voir [9] 3.3.1, où est t ra i té le 
cas où G est l isse sur S. 

(c) Pour S normal intègre de point générique n et A un espace algébrique 
abélien sur S, des arguments de Grothendieck montrent que toute polarisation de 
Â  (vue comme morphisme symétrique de A dans sa duale) se prolonge de façon 
unique en une polarisation de A sur S, de sorte que A est projectif sur S et 
en particulier que A est un schéma s i S en est un. Cf [7], ou [10] XI 1.4, 
rédigés pour des schémas mais valables en général. 

Un espace algébrique f : X -> S plat de présentation finie séparé sur S et à 
fibres géométriques propres et connexes est propre sur S : par localisation sur S 
et passage à la limite on se ramène à supposer S spectre d'un anneau noethérien lo
cal, qu'on peut supposer complet par descente fidèlement plate, et on applique 
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EGA III ( 1 C 1 C partie) 5.5. En particulier, un espace algébrique semi-abélien sur 
S de fibres des variétés abéliennes est abélien sur S. 

Sauf mention expresse du contraire, les schémas et espaces algébriques consi
dérés sont quasi-compactset quasi-séparés. 

1.2.- Soient U un ouvert dense d'un espace algébrique normal S et A un espace 
algébrique abélien sur U. Un pKolongmunt hmL-abiLidn de A sur S est un espa
ce algébrique semi-abélien P sur S, muni d'un isomorphisme A — > P|U. 

THEOÛHE (Raynaud [10] XI 1.15). Sou* l u kypothèAM cJL-dvteuA, ¿1 A admoX un 

psiolongem&nt &Qjrni-abQ.llm, ce doJiYhloJi <u>t unique [à Àj>omon.ph<a>mz uvu,qu2. ptài>). 

Localisation et passage à la limite ramènent à supposer que S est un schéma 
noethérien. Si S est un trait, et U son point générique, tout prolongement 
semi-abélien P de A coïncide avec la composante neutre № du modèle de Néron 
([8]) N de A : parce que P est l isse à fibres connexes, on dispose de $ : P->-№ 
avec <|> = Id et SGA 7 IX 3.1 montre que <j> est un isomorphisme (cf SGA 7 IX 3.2). 
Pour S normal noethérien, i l en résulte que deux prolongements P' ,P" coïncident 
sur un ouvert V=>U de complément de codimension ^ 2. D'après [10] IX 1.5, P' et 
P" coïncident (cf [10] XI 1.15). Correction : voir note (1). 

1.3.- Remarque 1 : Si P et Q sont deux espaces algébriques semi-abélien sur S 
normal et intègre, de fibres génériques P^ et des variétés abéliennes sur 
k(n), la même démonstration donne que 

Homs(P,Q) — > Homn(P r i,0n). 

Remarque 2 : L'hypothèse de normalité faite sur S est indispensable, comme le 
montre l'exemple suivant : S = cubique à point double sur k algébriquement 
clos = P 1 avec 0 et «> identifiés en un point p, U = S - {p}, 
A = courbe elliptique constante E sur U (A = E * U). 
Se donner un prolongement P de A revient à se donner un prolongement sur , 
plus un isomorphisme de recollement entre les fibres de ce prolongement en 0 et <». 
Le prolongement à est unique : c 'est E x p \ mais 1 'isomorphisme de recol
lement peut être choisi d'au moins deux manières : Aut(E) 3 {±1}. Le théorème 
devrait toutefois être vrai pour U schématiquement dense dans S et S seule
ment supposé géométriquement unibranche e t , pour S quelconque, deux prolongements 
donnant lieu aux mêmes prolongements P des A n devraient être isomorphes 

[ l premier fixe, n variable]. 
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1.4.- Pour éviter d'avoir à faire des références fantômes, et parce que ce cas 
nous suffira, nous n'énoncerons le lemme de Gabber que sous des hypothèses sans 
doute inutilement restr ict ives. 

THÉORÈME (lemme de, GabboA) : Soient U un ouvesit de,m>e d'un лепта Intègre nor
mal e,xceJULe,nt S eX A un espace aJLgibnÂjque, abi l im ди/i \j . Tl existe un токркиь-
me ptwpne t>u/ije,ctti f : S' •> S t e l que. l'bnage, tnvesue de. A бил. f"1 (U) 4e 
prolonge, en un елрасе, algébrique, Aernl-abêllm ьил. S'. 

1.5.- S'i l existait un espace de modules pour les espaces algébriques senti -
abéliens, le théorème de réduction semi-stable (SGA 7 IX 3.6), joint au critère 
valuatif de propreté, montrerait que cet espace est propre sur Spec(ZZ), et 

le lemme de Gabber en serait une conséquence immédiate. On est toutefois loin 
du compte : non seulement les objets considérés ont des automorphismes, même 
parfois en nombre infini, mais, pire, un espace algébrique semi-abélien A sur 
un anneau de valuation discrète complet V n'est pas déterminé par l'espace a l 
gébrique formel correspondant. Si la fibre spéciale est isomorphe à $J\ la ré-

v n m 

duction mod m est isomorphe à <ът quelque soit к (rigidité des tores), sans 

pour autant que A soit nécessairement un tore. 

Le mauvais comportement des espaces semi-abéliens, vis à vis de la complétion 
formelle, tient au fait que ceux-ci ne sont pas nécessairement propres. Pour les 
courbes, la situation est meilleure, car on dispose de la notion de courbe stable 
de genre g ([5] 1.1). Ces courbes sont propres et , pour g к 2, n'ont qufun 
nombre fini d'automorphismes. A cause des groupes finis d'automorphismes, les 
courbes stables de genre g ^ 2 ne donnent pas lieu à un espace fin de modules 
mais donnent du moins lieu à un champ algébrique propre sur Spec(Z) (d'après le 
critère valuatif de propreté et le théorème de réduction stable pour les courbes 
([5] 2.7 ou [3])).0n a : 

7.6.- 1ЕШЕ : Solznt U un ouve/il (quoJbt-compact) denbe, d'un елрасе algébrique S 
u : X-*S une Camille, de соилЬел btableA de де,пяе, g к 2 ралате.Ые'е рал U. I l existe, 
f : S' S pfwpue, JbuKjzctii tel que, VImage, tnveA&e de X бия f~1 (U) -бе prolon
ge, en ane Camille, de соикЬел &table& paJumétKée, рак S 1 . 

Preuve : Fixons g ^ 2. Pour abréger, nous dirons courbe, a table, pour courbe 
stable de genre g. Le champ algébrique Л classifiant les courbes stables est 
propre sur SpecO. I l existe donc ([5] 4.11, 4.12) SQ , propre sur Spec(s 
et un morphisme surjectif de SQ dans y% . En d'autrestermes : SQ est propre sur 
Spec(S, muni d'une famille de courbes stables u 0 : Xq -> S 0 te l le que toute 
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courbe stable de genre g sur k algébriquement clos soit la fibre de X q /S q en 

un k-point de S Q . 

* * 

Sur U x s , on dispose des deux courbes stables P̂ -jX et pr2X . Soit l ' e s 

pace algébrique sur UQ x SQ 

I := JsomCpr^Xjpr^X) 

(c'est U x S ) . I l est fini sur U x S et s'envoie aua U. Soit r son o j\i o o 

image dans U Q x S o , "F l'adhérence de r dans Sx S Q , et prolongeons le mor-

phisme fini I •> r en un morphisme fini T 7 

I r Ux s o 

I > r S x s 
o 

L'espace I , muni du morphisme propre I -> r > S x SQ S, est le S' cherché. 

L'image inverse sur T de XQ/S o prolonge l'image inverse sur I de X/U. 

Au n° 3, nous tâcherons de démystifier l'usage fait dans cette preuve des 
champ~ algébriques. 

1.7.- Le principe de la démonstration du lemme de Gabber sera de se ramener au 
cas des courbes en uti l isant les jacobiennes. Quelques remarques préliminaires. 

(a) Comme expliqué en 1.1 (b), A/U est automatiquement un 6cho.ma abélien. 

(b) Etant donnés U —> S, A/U et f : S' S comme dans le théorème, tout 
f̂  : S" •> S propre surjectif, avec S" au-dessus de S' ( i . e . t e l qu'existe un 
S-morphisme de S" dans S 1 ) , vérifie encore la conclusion. Appliquant le lemme de 
Chow ([6] IV 3.1) et normalisant, on voit que s i la conclusion du théorème vaut pour 
UcS et A/U, elle vaut aussi avec un f : S' •> S projectif et surjectif, S' 
étant intègre et normal. 

(c) I l suffit de vérifier le théorème localement sur S : s i S est recou
vert par une famille finie d'ouverts S^, et que pour chaqu'un d'eux on dispose 
de f. : Sï -> S., on peut trouver f : S' S projectif et surjectif t e l que 
S'|S^ soit au-dessus de S|, que f"1(U) soit dense dans S' et que S' soit 
normal. Les prolongements de A sur les S' |S^ se recollent en un prolongement 
sur S, grâce à 1.2. 
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(d) I l suffit de vérifier le théorème avec U remplacé par un ouvert non vide 
VcU : pour S* intègre et normal un prolongement de la restriction de A et V 
sera automatiquement un prolongement de A (1.2). 

2,- DEMONSTRATION 

Soient UcS et A/U comme en 1.4, et d la dimension relative de A sur U. 
On peut supposer, et on suppose, que d ^ 1. On cherche S1 intègre et normal, et 
un morphisme surjectif projectif f : Sf -*Stel que l'image inverse de A sur f"1(U) 
se prolonge en un espace semi-abélien sur S' . Pour ce faire, i l est loisible de 
rapetisser U (1.7(d)), et de remplacer S par Ŝ  intègre normal s'envoyant par 
un morphisme surjectif projectif sur S, U par son image inverse Û  dans Ŝ  et 
Â  par son image inverse sur U-j. 

Soient n = Spec(K) le point générique de U et Â  la variété abélienne sur 
K fibre de A/U en n. On peut supposer, et on suppose, K infini (sans quoi 
S = Spec(K) = U). Choisissons un plongement projectif A de A . Dans la 
grassmanienne des sous-espaces linéaires H de de codimension d-1, les H dont 
l ' intersection avec Â  est une courbe l isse sont les points d'un ouvert dense, 
donc ayant des K-points. La densité se déduit, par itération, de ce qu'une sec
tion hyperplane générale est transverse - voir par exemple SGA 7 XVII 3.1.4. 
Choisissons un tel sous-espace linéaire H et soit r = A n H. Sur la clôture 
algébrique K de K, on a 

H°Cr-,z t) H°Cr-,z t ) 
et 

H1Cr-,zÄ) H 1 Cr- , z Ä ) 

(théorème de Lefschetz faible - ou de Bertini - une référence moderne est 
SGA 2 XIV 4.6 + 1.10) de sorte que r— est connexe et que le morphisme 
Alb(r—) = Pic°(r-) A- de la iacobienne de r— dans A- est un épimorphisme. En r\ ri n n n 
particulier, r— est de genre g£d. Excluons provisoirement le cas d = 1. On a 
alors g £ 2. 

Ce qui est vrai sur n = Spec(K) l ' e s t aussi dans un voisinage assez pet i t 
V de n : i l existe au-dessus de VcU convenable une courbe lisse Ty de genre 
g ^ 2, plongée dans Ay, avec Pic^(Ty) —>-> Ay. Rapetissant U, on peut supposer 

et on suppose que U = V. 

Appliquons le lemme 1.6 à la courbe 1^ sur UcS, et remplaçons S par le S' 
fournit par le lemme (ou plutôt par le normalisé d'une composante irréductible) : 
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on se ramène à supposer que se prolonge en une famille de courbes stables 

sur S. D'après [2] 7.3, PiCg(r) existe comme espace algébrique sur S. Soit 

P := PiCg(r) le sous-espace algébrique en groupes ouvert qui paramètre les 
faisceaux inversibles sur r dont la restriction à chaque composante irréductible 
de chaque fibre géométrique est de degré 0. Cet espace algébrique est séparé et 
l isse de type fini sur S. Ses fibres géométriques sont des extensions de variétés 
abéliennes par des tores : c 'est un espace algébrique semi-abélien sur S. 

On a ainsi obtenu (rappelons-le, après changement de S, et de U) un espace 
algébrique semi-abélien P sur S, dont la restriction à U est un espace a l 
gébrique abélien sur U muni d'un épimorphisme u : P ^ — A . Soit K^=Ker(u). 

C'est un sous-espace algébrique en groupes de P^. Quitte à rapetisser U 

(ce n 'est d'ailleurs pas nécessaire), on peut le supposer plat sur U. D'après 
[11] 5.7.9, une nouvelle modification de S permet de supposer que l'adhérence 
schématique de Ky dans P° est un sous-espace algébrique plat de P°. 

Lorsque est S-plat, c 'est automatiquement un sous-espace algébrique en 

groupes de P°. 

Pour les espaces algébriques en groupessur une base S, le passage au quotient 
par un sous-espace en groupes plat et fermé se fait sans problème. I l est compa
t ible au changement de base et fournit un quotient séparé sur S, plat s i l'espace 
de départ l ' e s t . Voir [1] 7 (les preuves ne sont pas données). Soient K l'adhérence 

schématique de Ky, supposée plate sur S, et N = P/K. Les fibres géométriques de 
N sont des quotients d'extensions de variété abéliennes par des tores, donc encore 
des extensions de variétés abéliennes par des tores. L'espace algébrique en grou
pes N est donc semi-abélien. Puisque A = P^/Ky, i l prolonge A et répond au 
problème posé. 

I l reste à t ra i te r le cas d = 1 qui avait été exclus. La même preuve conti
nue à s'appliquer s i on définit une courbe stable de genre un comme une courbe 

pointée : X ~ > S, avec e dans l'ouvert de l issi té, de fibres géométriques des 
e 

courbes elliptiques ou des cubiques nodales. 
Autre possibilité : définir r comme une section hyperplane de A x A . 
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3 - EXORCISER LES CHAMPS 

3 .1 . - Rappelons la définition d'un groupoîde en schémas (SGA 3 VI). C'est un 

diagramme 

(3.1.1) S 2 S 1 
S0 

(flèches d-, i = 0 , 1 et 0,1,2 respectivement), avec 

d o 
S 2 S 1 

d 7 d ! d0 
S 1 S 0 

cartésien te l que, pour tout schéma T, s i on appelle objets les éléments de 

Hom(T,SQ), flèches ceux de Hom(T,S.|), source (resp but) de f l 'objet d̂  (f) 

(resp dQ(f)) et s i pour f de but la source de g (de sorte qu ' i l existe un et 

un seul <g,f> € Hom(T,S2) avec d2<g,f> = f et dQ<g,f> = g), on définit la com

position par g o f = d^<g,f>, on obtient un groupoîde, i .e une catégorie dont 

toutes les flèches sont inversibles. On la note S*(T). Pour T variable, les 
S*(T) forment un préchamp en groupoïdes. 

Les champs algébriques quasi-compacts et séparés sont les champs en groupoïdes 
obtenus comme champ associé à un préchamp S*(T) (pour la topologie étale) pour 
lequel SQ est quasi-compact , (dQ,d^) : SQ x SQ est un morphisme 

fini et où les d- : S1 •> S r t sont étaler. 

Les espaces algébriques quasi-compacts et séparés correspondent au cas par
t icul ier où (d Q ,dp : SQ x SQ est un plongement fermé. Le sous-schéma 

de SQ x SQ est alors une relation d'équivalence étale et l'espace algébrique 

"est" le quotient S Q /S l . 

3.2.- Soient g un entier k 2 et disons simplement couAbe Atablo, pour une courbe 
stable de genre g. Expliquons comment on peut construire un diagramme (3.1.1) 
dans le cas du champ jYL des courbes stables. Etant donné (i = 1,2), muni 
d'une courbe stable u^ : T^, on note x^ T2 le schéma Isom(X^ ,X2) qui 

représente le foncteur T i—> {(a^ ,a2,<j>) |a^ est un morphisme de T dans (i= 1,2) 

et <j) est un isomorphisme de aîx 1 avec a2X2>. 
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Ce "produit fibre" est fini sur x l^. On dit que S, muni d'une courbe stable 

X (i .e de S + Jvf) est étale sur \ZK (resp l isse , resp s'envoie AuAjfo si pour tout 
T, muni d'une courbe stable Y, S x^ T est étale sur T (resp l i sse , resp 
s'envoie sur T). Si S est étale sur J\i et s'envoie sur y/ft , le champ \AL-
correspond au diagramme (3.1.1) suivant : 

Sx Sx j S Sx MS S 

L'espace de modules H des courbes stables X munies d'un plongement t r i -
canonique X 0 —> ^ est l isse sur \M et s'envoie sur M . Le groupe 
PGL(5g-5) agit sur H avec des stabilisateurs finis et réduits. Si S est une 
somme disjointe de sous-schémas lisses de H, transverses aux orbites de PGL, de 
dimension complémentaire et les rencontrant toutes, S est étale sur \AL et s'en
voie sur jYl , donc fournit un diagramme (3.1.1). Le champ M, est séparé de type 
fini sur Spec(Z) ([5] 5.1). Les déformations des courbes n'étant pas obstruées, 
i l est l i sse . On peut aussi le déduire de ce que H, l isse sur ^ , est l isse est 
Spec(2D. 

3.3.- Soient n ^ 1 un entier et i/r£°[1/n] le champ algébrique classifiant les cour

bes propres et lisses de genre g, X, sur des bases S où n est inversible, 

munies d'un isomorphisme (la A&uMituAe. dd vûvmm n) a : Pic2(X) ~> (Tl/nTQ^. 

o n 
Si (Al° est l'ouvert de <.% correspondant aux courbes l i sses , le morphisme 
"oubli de la structure de niveau n" : ^ ° [ 1 / n ] -*</#°[1/n] fait de «,'?£°[1/n] 

un revêtement fini étale de M°[Mn\. 

3.4.- VEVIN1T10N : ^ n <u>t ld nonmaLUo. de M g dam </%°[1/n]. 

Dans le langage 3 .1 . , cette définition signifie ceci. 

(a) On choisit SQ étale sur J i , et s'envoyant sur ^ , d'où comme en 3.2 un 

diagramme (3.1.1) S*. 

(b) Sur chaque S^, on dispose par construction d'une courbe stable X̂  ( i=0 ,1 ,2) , 

et elles donnent lieu à un diagramme cartésien 
X2 x i X o 

S 2 S 1 
S0 

(c) Soit S? l'ouvert de Ŝ  au-dessus duquel X̂  est l i sse , et S? n [1/n] 

revêtement fini étale Isom(Pic°(X i) n, (%/n)2 g) de S°[1/n]. 
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Soit enfin Ŝ  n le normalisé de Ŝ  dans S? n [ 1 / n ] . Parce que S? n [1/n] est 

l isse sur Spec(Z), donc normal, c 'est encore la somme disjointe, sur les compo

santes irréductibles T de S? n [ 1 / n l du normalisé de la composante image de S^ 

dans le corps des fonctions rationnelles de T. 

La normalisation commutent aux changements de base étale, les S. forment 
1 ,n 

à nouveau un diagramme (3.1.1). Le champ J i n est le champ défini par ce diagram

me. 
Le diagramme 

L ,n ï S 1 , n ^o,n 

S 2 S 1 S 
o 

est cartésien. Dans le langage des champs, cela fournit SQ n = SQ

 x j y ^ ^ n

 e t l a 

représentabilité relative de JH^ sur M . Nous aurons seulement à u t i l i ser la 

conséquence, formelle sur les définitions, que pour t € S Q n(T) d'image s dans 

SQ(T), on a dans les groupoïdes Ŝ  n(T) et S*(T) (3.1) 

(3.4.1) Aut(t) Aut(s). 

3.5.-PROPOSITION : SI n ^ 3, M^U/n] Z6t un espace aZgzbKlquz. 

En d'autres termes, avec les notations de 3.4, le morphisme (dQ,d.|) identi
fie S. [1/n] à un sous-schéma fermé de Ŝ  M/n] *S [1/n]. Le point essentiel 

1 ,n o,n o,n 
est le 

LEMME 3.5.7.- SoâX X une couxbz stable. 6u/i k algibnJiquzmznt clo6 zt n ^3 

InvzhAtblz dan* k. Tout automoH.phii,mz de X, agréant t/Uvtalzmznt -ôu/i Pic°(X) n , 

zht VldzwUXz. 

Preuve : Ecrivons Pic°(X) comme extension d'une variété abélienne par un tore : 

0 + T + Pic°(X) -> A + 0 

et soit L le groupe des caractères de T. On sait que tout automorphisme u de X 

est d'ordre fini . S ' i l agit trivialement sur Pic°(X) n, i l agit trivialement sur 

An et sur T n , donc sur L/n L. Par Serre [12], pour A, et un argument direct 

analogue pour L, i l agit trivialement sur A et sur L, donc sur T. 
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L'endomorphisme u-1 de Pic 0 X envoie donc A sur T, donc est t r iv ia l : u agit 
trivialement sur Pic°(X), et on conclut par [5] 1.13. 

1ЕШЕ 3.5.2.- Solznt S un bckéma normal, j : U<̂—> S an ouveJtt deme. de. S 9 

A un елрасе. algébrique, abélien лил U, prolongé en N bemi-abéltm aua S* qX 
n un antloA Inversible, aua S 

[l] Le ialbce.au étala N -бил S de6 pointe de division рак n de N b'inje.cte. 

danb j . J*Nn = j . V 

(¿¿1 Tout Ibomotiphl&me. a , -бил U, de An avec le. lalbce.au constant (Z /nZ) 2 g , 

4 e prolonge, en un monomotipkl&me. V (%/nZ)gg. 

L'assertion (i) résulte de ce que NT

n est séparé sur S. Parce que S est 

normal, on a (gfagffi = (Z7nZ)2g , et 

N n—> j * j \ = j * An -Z> j*(Zyn%)2 g = Wn7Q2

sZ 

est le prolongement cherché. 

Preuve de la proposition : Posons T\ = n [ 1 / n ] . Puisque est fini et net 

sur TQ x TQ (net car étale, donc net, sur T Q), i l suffit de vérifier que pour 

tout corps algébriquement clos k, (k) s'injecte dans TQ(k) xT Q(k). On peut sup

poser n inversible dans k, sans quoi (k)=0. Parce que T*(k) est un groupoïde, 

i l suffit de vérifier que pour t € T Q ( k ) , i l existe exactement un objet de (k) 

au dessus de ( t , t ) i .e que Aut(t) est réduit à l ' iden t i té . 

Notons encore X* la courbe stable sur T* image inverse de X* sur S* 

de 3.4 (b). Sur les T? := S? n P / n ] , on dispose par définition d'un système car

tésien d'isomorphismes Pic°(X.) —> (2/n2) 2 g . D'après 3.5.2, i l se prolonge sur 
i n ^ 

T\ en un monomorphisme de faisceaux étales 

Pic°(X i ) n (Z/nZ) 2 g . 

I l en résulte que le morphisme du champ défini par dans celui, M , défini 
par S* se factorise par le champ (non algébrique, celui-là) des courbes stables 
X, munies de Pic°(X) n o_> ( ^ n Z ) 2 g . 
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Pour t e T Q ( k ) , d'image s dans (SQ(k), le monomorphisme (3.4.1) 

Aut(t) >Aut(s) = Aut(fibre de XQ en s) à donc une image consistant d'automor

phismes de (XQ) S agissant trivialement sur P ic 0 (X Q s ) n . D'après 3.5.1, un tel 

automorphisme est t r iv ia l . 

3.6.- COROLLAIRE : SI n Mt duivlbibla рак deux mtLva> n ^ i = 1,2) ркгписель 

&п£кг eux e£ = 3, alosu sMn z&t un ебрасе algébrique,. 

I l suffit de vérifier que chaque Л£пП/ть] est un espace algébrique, i .e 

que les objets du champ correspondant n'ont pas d'automorphisme. On le déduit de 
(3.4.1) et de sa factorisation «Л п[1/ть] -> J i n [1/n/| + Ж, compte tenu de 3.5. 

3.7.-Dans 3.6, le langage des champs a permis de construire, à part ir d'une famil
le S de courbes stables comme en 3.2, un a t las , au sens de la topologie étale, 
définissant un espace algébrique Les critères valuatifs de séparation et 
de propreté montrent, grâce au théorème de réduction semi-stable, que cet espace 
algébrique est propre sur Spec(Z0. On peut u t i l i ser ce 4 i n comme SQ dans la 

preuve du lemme 1.6. Si on préfère que S y soit projectif sur Spec(Z), i l suf-
f i t d'appliquer le lemme de Chow à v4 n* En fa i t , QJ>t projectif (Mumford). 

4.- OBTENIR DES SCHEMAS 

Dans ce n°, nous montrons comment modifier et compléter la preuve du lemme de 
Gabber pour obtenir des schémas, plutôt que des espaces algébriques. Une autre 
approche m'a été signalée par Michel Raynaud : i l me dit savoir prouver que si 
X est un S-espace algébrique en groupes, l isse et séparé sur S, à fibres con
nexes, alors X devient représentable après changement de base à un éclaté con
venable S'/S. 

Soit g un en t i e r s 2. Pour abréger, nous dirons courbe, stable, pour une 
courbe stable de genre g. 

4 . 1 . - Pour X/S une courbe lisse de genre g, 1'autodualité de la jacobienne 

e : Pics(X) -* Pics(X) fournit un faisceau inversible relativement ample canoni

que sur Pic°(X) : 

(Id,e ) (faisceau de Poincaré). 
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I l est symétrique, et t r ivia l isé le long de la section nulle. Sa formation est 
compatible à tout changement de base. Notons le o#(X/S). 

4.2.- LEMME : I I e*t po&éible, de façon unique, à U>omoKphU>me unique. prié*, d'at-
tacheA à chaque, couhbe stable. X/S un faisceau inve/uible c£(X/S) , auk 
PiCg(X) 9 tnlvlallbé le. long de la Ae.ctA.on nulle., de &onmatlon compatible, à tout 
changement de babe, et fredonnant ¿6 (X/S) de 4.1 poun. X Lu>Ae. 

I l suffit de t ra i ter le cas "universel" que voici : on prend X*/S* comme 
en 3.4, et on cherche des faisceaux inversibles (X^/S^) sur les Pic^ (X^), 

t r ivial isés le long de la section nulle, prolongeant les faisceaux inversibles 4.1 
au-dessus de l'ouvert S? de Ŝ  où X̂  est l isse et formant un système cartésien 

sur S* (compatibilité aux changements de base Ŝ  -* S .̂). Pour chaque i , Ŝ  est 

l isse sur SpecÇZ), donc régulier. De même pour Pic2 (X-), l isse sur S.. I l 
1 

existe donc un prolongement ^'(X^/S^) du faisceau invers ible à&((Xi|S?)/S?) de 

4.1 (prendre le déterminant d'un quelconque prolongement cohérent). Le corrigeant 
par l'image inverse de sa restriction à la section nulle, on obtient un prolonge
ment ^6M(X^/S^), t r ivial isé le long de la section nulle (la tr ivial isat ion prolon
geant celle de 4.1 sur S?). Parce que Pic2 (X.) est à fibres géométriques 

i b ± i 
irréductibles, un te l prolongement est unique à isomorphisme unique près. Grâce à 
cette unicité, les ^"(X^/S^) sont compatibles aux changements de base Ŝ  •> Ŝ  

et répondent au problème posé. 

4 .3 . - PROPOSITION : Poun. X/S une coun.be stable, l e {au>ceau inversible Ji (X/S) 
de 4.2 QJ>t relativement ample. En pantlculleA, Picg(X) e&t quaAi-piojectlf, 
au/l S, et eMt un schéma ¿1 S en eAt un. 

A nouveau, i l suffit de le vérifier dans un cas universel, par exemple, avec 

les notations précédentes, pour X o /S Q . En particulier, on peut supposer que S 

est un schéma régulier et que l'ouvert S 0 de S au-dessus duquel X est l isse 
est dense. On le suppose. Si on savait à priori que Pic^(X) est un schéma, l ' a s 
sertion résulterait de [10] XI 1.13. Malheureusement, la preuve de loc c i t 
u t i l i se de façon essentielle qu'on a i t affaire à un schéma, pour construire à prio
r i , localement sur S, des diviseurs relativement amples comme compléments d'ouverts 
affines (cf [10] V 3.10).^ 
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4.4,- LEME : Soit X une. coun.be. QeomztKlquement déduite, connexe 6UA k bépana-
blement clo&. I l existe, un dU.vlAe.uA D, contenu dan& V'ouvesit de. ll&éité de X, de 
degté g := dirn (X, ÔO, tel que 

H°(X,fr(D)) = k et H^X^CD)) = 0. 

Preuve : L'assersion H°(X$(D)) = k résulte des autres et de Riemann Roch. 
Si a) est le faisceau dualisant, on a 

dim H°(X,o)) = g 

et H1(X,&(D)) = 0 équivaut par dualité à H°(X,u)(-D)) = 0. 

Le faisceau u n'a pas de composante immergée. Ceci permet de construire par 
récurrence sur i , 0 < i < g, une suite croissante de diviseurs de degré i 

contenus dans l'ouvert de lissité avec dim H°(X,u)(-D^)) = g-i : 

prendre DQ = 0 et = + P^, avec P^ un k-point lisse où les sections de 

H0 (X, w(-Di)} ne s'annulent pas toutes. On prend D = D . 

4.5.- LEMME : Soit f : X ^ S avec f pioje.c£L£ pleut, de hibneA géométAiqueA 
deô coutbeô KiduLteA et connexes, localement poux la topologie. étala aua S, I l 
existe, un ouveAt VcPiCg(X) qui nencontsie, chaque. £ibhe. et Aoit un schéma. 

Preuve : On se ramène à supposer S strictement local, de point fermé s, et i l 
suffit de construire un ouvert VcPiCg(X) qui soit un schéma et rencontre Xg. 

Soit Ds un diviseur de degré g := dim H^(X s$) sur X g, contenu dans l'ouvert de 

limité X° vérifiant H^(Xs,0tDs)) = 0 (4.4). Prolongeons-le en un diviseur de 

Cartier relatif D sur X. C'est possible car S est local hensélien. On a 

f*8"(D) = fret R1f*£frD) = 0. 

Soit V l'ouvert de PiCg(X) correspondant aux faisceaux inversibles *b 

tel que R1f* ^(D) = 0. Pour un tel £ , f* ^(D) est libre de rang un, de 
formation compatible à tout changement de base. Soit VcV" l'ouvert de V 
correspondant aux ^ tels que s i la section s est une base de f * s£ , le sous-
schéma s = 0 de X soit un diviseur de Cartier relatif D(^ ) , contenu dans l 'ou
vert de lissité X°. Par construction, V contient la section nulle. Le morphisme 

D(^) identifie V à un ouvert de Sym§(X°) et V est donc un schéma. 
La projectivité de X sur S a servi à garantir l'existence de Symj?(X). 
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4.6,- LEMME : Soua loJ> hypothèse* de 4.5, localement pouA la topologie étale 6un 
S, PiCg(X) e*t un schéma. 

On se ramène encore à supposer S strictement local.Posons P := PiCg(X). 

C'est un espace algébrique l isse sur S, purement d'une dimension relative g. 

Soit V comme en 4.5. I l suffit de montrer que P est la réunion des g V pour 

g P(S). On se ramène à supposer S essentiellement de type fini sur 7L , ce qui 

permet de "compter les dimensions" sans crainte. Soit n un entier, et P11 la puis

sance fibrée n"uple de P sur S. Pour t un point géométrique de S et 

g = Cg-j,...,g n) un point géométrique de P11 au-dessus de t , disons que g est 

permis si les ĝ V recouvrent P . Les points géométriques permis sont les points 

géométriques d'une partie constructible Y de P11 (EGA IV 3 e m e partie 9.6.1 (1)). 

Soit Z son complément. On vérifie que Z est fibre à fibre de codimension ^ n-g. 
Si n-g > dim S, i l en résulte que l'adhérence Z~ de Z ne contient pas toute la 
fibre spéciale et on peut trouver une section g de P11 - Z" : P est la réunion 
des gjV. 

4.7.- Remarque : Dans 4.5 et 4.6, l'hypothèse que f est projectif peut être rem
placée par celle que f soit propre : localement sur S pour la topologie étale, 
f sera automatiquement projectif. 

4 .8 ,- Preuve de 4.3 (sous les hypothèses auxquelles on s 'est réduit, voir 4.3). 

Le problème est local pour S pour la topologie étale. Grâce à 4.6, on peut donc 
appliquer [8] XI 1.13. 

4.9.- Remarque : La démonstration de [8] XI 1.13 ne fai t , me semble t - i l , usage 
de l'hypothèse qu'on a i t affaire à des schémas que via la conclusion de 4.5. Ceci 
permettrait d'éviter 4.6. 

4.10.- PROPOSJTJOU : Le lemme de Gabben [théorème 1.4) rei>te vrai avec, dans la 
conclusion, espace algébrique s emi-abélien remplacé pan. schéma &emi-abélien. 

Preuve : Procédant comme dans la démonstration donnée au § 2, on se ramène à sup

poser l'existence d'une courbe stable X sur S, l isse sur U, et , sur U, d'un 

épimorphisme u : Pic^(X) -* A dont le noyau se prolonge en un sous-espace 

algébrique en groupes plat K de Pic°(X). Montrons que l'espace algébrique semi-

abélien P := PiCg(X)/K, prolongeant A, est un schéma. 
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Sur U, le théorème de complète réductibilité de Poincaré assure l'existence 
de v : A •> PiCg(X) te l que uv soit 1 1 endomorphisme de multiplication par un 

entier n ^ 1 de A. Notons encore u le morphisme de passage au quotient de 

PiCg(X) dans P. D'après 1.3 remarque 1, v se prolonge en un morphisme encore 

noté v de P dans PiCg(X). Par densité de U dans S, on a encore uv = n . 

La multiplication par n : P -> P étant quasi-finie, v est quasi-fini, donc 
quasi-affine.([6] II-6.15). Puisque Pic°(X) est un schéma, P en est un aussi. 

Je remercie M. Raynaud et 0. Gabber d'une lecture critique d'une première 

version de ce texte. 
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Note (1) 

(1) 0. Gabber m1a fait observer que la preuve de [10] XI 1.15 fait usage de ce 
qu'on travail le avec des schémas. Ci-dessous, nous donnons la preuve d'énoncés 
voisins, valables pour les espaces algébriques et suffisant à just i f ier 1.2 et 
1.3 Remarque 1. 

(1).1. Pour S = Spec(A) un schéma affine et U un sous-schéma ouvert de S 
réunion finie d'ouverts IL = Spec(A[f71 ] ) , l'adhérence schématique F dans S 

d'un sous-schéma fermé F de U, défini dans chaque carte par un idéal 1^ 

de A[f J ] , est le sous-schéma fermé de S défini par l ' idéal I suivant. Pour 

i l 'application canonique de A dans A[f- 1] , on prend 

I = n E^CIi). 
i 

Si S' = Spec (A') est plat sur S, et si U' (resp F ' , resp(F)') est l'image 
inverse de U (resp F, resp F) dans S (resp U, resp S), F' est encore l'adhérence 
schématique de F' dans S'. En particulier, la construction des adhérences schéma
tiques commute à la localisation étale, donc garde un sens pour les espaces algé
briques . 

Généralisation : Pour S comme ci-dessus et f = X > S quasi-compact, 
l'image. Aahématique ^enmie f(X)~ est le sous-schéma fermé d'idéal l'ensemble 
des a Ç A d'image inverse nulle sur X. Pour f l 'inclusion de F comme 
ci-dessus, on retrouve la notion d'adhérence schématique. On a pour f(X) la 
même compatibilité aux changements de base que pour l'adhérence schématique. 

(1).2. Soient S un espace algébrique noethérien, X et Y deux S-espaces algé
briques, munis de sections e, V un ouvert de X, U = e (̂V) son image réci
proque dans S et fy un S-morphisme de V dans Y, envoyant e sur e : 

fyO (e|U) = e|U. Pour chaque entier n, f̂  induit un morphisme du n i e m e voisi

nage infinitésimal de e dans V (ou dans X y, l'image inverse de U dans X, cela 

revient au même) dans le n i e m e voisinage infinitésimal de e dans YTÎ. Le système 

projectif de ces morphismes est un morphisme fy de X y, complété formel de Xy le 

long de e, dans Y .̂ 
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PROPOSITION : On suppose X lÂASe sur S et Y séparé de type fini. 

U) SI U contient tonò les point* de S de profondeur < 1, alors 

1 1 1 1 £y : Xjj > Yy se prolonge, de façon unique en un morphisme f du complété 
1 1 farmel X de X £e £ong de e donò celui, Y , de Y. 

(¿¿1 So>t£ r l'adhérence schématique, dans Xx Y, du graphe 

r y c V x s Y de £ y . S* f̂  : 1 1 1 Yy 4e prolonge en f : X Y1 et 

que U contient tous les points de S de profondeur 0, alors r eó£ &to£e 
4ua X le long e (de complété l e graphe de f 1 ) . 

Preuve : Les problèmes sont locaux sur S, pour la topologie étale. Ceci permet 
de supposer S affine. Les voisinages infinitésimaux de e dans X et Y sont 
alors également des schémas affines, et (i) se prouve comme dans [10] ; l'hypo
thèse de l i s s i té sert à assurer que les voisinages infinitésimaux de e dans X 
sont finis et plats sur S. 

Quelques préliminaires avant de prouver ( i i ) . Un espace algébrique E a en 
chaque point s un anneau local - en fait local hensélien - qui, dans le cas 
particulier où E "est" un schéma est l 'hensélisé de l'anneau local ordinaire. Le 
complété de E en s est le spectre du complété de cet anneau local. 

LEMME : Solent S l e spectre d'un anneau local noethtrten complet A, X l e 
spectre de A[[T 1...T ]] , e la section nulle de X/S , V un ouvert de X t e l 
que U := e (V) contienne tous les point* de S de profondeur 0 et F c V 
un sous-schéma fermé contenant tous les voisinages Infinitésimaux de e(U) dans V. 
Alors F = V. 

Preuve : I l suffit de montrer que X est l'adhérence schématique de F dans X. 

En effet, s i f = la ̂  T- est nul sur F, chaque a ̂  est nul sur U c S, donc 

nul, et f = 0. 

Preuve de (i i) : Soit s un point de S. Ecrivons X̂  pour X ^ s j e* X^sj 
1 1 1 (resp Ug) pour l'image inverse de V (resp. U) dans Xg (resp S g ) . Le morphisme 

1 1 1 formel f induit f̂  Xg > Y et f induit f2 : Vg > Y. Montrons que f2 

est la restriction f- de f + à : ces morphismes coïncident sur un sous-schéma 1 s 1 s r 
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fermé de V s contenant tous les voisinages infinitésimaux de e(U s), et on 

applique le lemme précédent. L'image inverse de Ty dans X̂  x Y est donc le 

graphe de la restriction de f̂  à v | , d'adhérence schématique le graphe de 

f̂  : X̂  > Y. La formation de l'adhérence schématique commutant au changement 
1 

de base plat Xg x ^ Y > X x Y, on voit que, après le changement de base, 
X s —^> X ' r est ^tale sur x- 11 en résulte que r est étale sur X en e(s) . 

(D.3. PROPOSITION : Soient S un espace algébrique noethérien, G et H deux 
espaces algébriques en groupes sur S, U un ouvert de S et f̂  un morphisme 
de Gy dans H .̂ On suppose G tuse à llbn.es connexes, H de type fini et 
séparé sur S et que U contient tous les points de profondeur 0 de S. 
SI l e complété ¿1 de fTÎ l e long des sections neutres se prolonge en 

1 1 1 
f : G > H - tel est l e cas si U contient tous les points de S de pro
fondeur < 1 (proposition (î).2 (l) ) - alors f se prolonge en un morphisme 
[unique] de G dans H. 

Preuve : L'unicité provient de ce que U est schématiquement dense dans S, donc 
Gy schématiquement dense dans G. Prouvons l 'existence. Soient le graphe 

de fy, r c G x g H son adhérence schématique et r° l'ouvert de r où r est 

étale sur G. D'après (1).2 ( i i ) , r° contient la section neutre de G x ^ H. 

Pour toute section y àe Y, la translation à gauche par y|Ux Py(y|U) envoie sur 

lui-même. Par transport de structure, la translation à gauche par y envoie donc 
r° sur lui-même. Ceci reste vrai après tout changement de base plat . Prenant 
pour changement de base r°/S, on trouve que r° est un sous-espace en groupes 
de G x g H. Son image dans G est un sous-schéma en groupes ouvert de G, donc 
est G puisque G/S est à fibres connexes. Puisque r°/G est étale et séparé, 
la fonction sur G "nombres de points de la fibre géométrique de r°/G en xe |G|" 
est semi-continue inférieurement. Etant partout ^ 1 et égale à 1 sur G ,̂ el le 
est constante égale à 1 : le morphisme r° > G est étale, surjectif et radi-

c ie l , donc un isomorphisme (SGA 1 I 5.1). Le prolongement cherché est le composé 

G < r° > H, de graphe r° . 

(1).4, Remarque : La proposition devrait rester vraie avec l'hypothèse G/S lisse 
affaiblie en G/S plat de type f ini , et en omettant l'hypothèse que H est 
séparé sur S. 
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Exposé VI 

DÉFORMATIONS DE GROUPES DE BARSOTTI-TATE (*) 

d'après A. GROTHENDIECK 

par Luc ILLUSIE 

0.- INTRODUCTION 

Dans son cours au Collège de France, en juin 1971, Grothendieck avait établi 
un théorème d'existence de prolongements infinitésimaux pour les groupes de 
Barsotti-Tate et Barsotti-Tate tronqués. Nous présentons ic i la démonstration 
de ce résultat (non publié), te l le que nous avons pu la reconstituer d'après les 
notes des auditeurs du cours. Ce théorème jouait un rôle central dans les travaux 
de Grothendieck sur la classification des groupes de Barsotti-Tate et des groupes 
finis commutatifs localement libres en termes de cristaux de Dieudonné, 
cf.[11] et [12] . Une partie de son programme a été menée à bien par Messing 
[22] et Mazur-Messing [20] , puis par Berthelot-Breen-Messing [3] , suivant une 
méthode différente ut i l i sant , à la place du résultat de Grothendieck, un résultat 
de Raynaud affirmant qu'un groupe fini commutatif localement libre se plonge 
localement, pour la topologie de Zariski, dans un schéma abélien [3, 3.1.1] ; 
le recours à ce résultat simplifie d'ailleurs assez sensiblement la construction 
des cristaux de Dieudonné que Grothendieck avait en vue. La raison pour laquelle 
nous donnons ic i la démonstration du théorème de Grothendieck est qu ' i l permet, 
très simplement, d'étendre le théorème de Raynaud sur le déterminant du module 
de Tate d'un groupe p-divisible [25,4.2.1] au cas des groupes de Barsotti-Tate 
tronqués, et que cette extension conduit, comme l'ont montré Deligne et ParXin, 
à des améliorations "effectives" du théorème de Faltings [9] , voir [7], [26] . 

La démonstration du théorème de Grothendieck u t i l i se deux ingrédients. Le 
premier est constitué par les propriétés différentielles des groupes de 
Barsotti-Tate tronqués, qui figurent pour l 'essentiel dans [22] , et auxquelles 

{*) Cet exposé ne correspond à aucun exposé oral du séminaire. 
Société Mathématique de France 
Astérisque 127 (1985) 
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nous consacrons le n°2, après avoir réuni au n°1, pour la commodité du lecteur, 
quelques définitions et résultats standard. Le second est la théorie d fobstruc
tions de [14] , dont nous rappelons, au n°3, les énoncés dont nous avons à nous 
servir. Nous donnons la démonstration du théorème de Grothendieck au n°4, en 
même temps que quelques applications, notamment à la variante du théorème de 
Raynaud sur le déterminant à laquelle on a fai t allusion plus haut. 

Je remercie P. Deligne, T. Ekedahl, 0. Gabber et M. Raynaud pour d 'uti les 
discussions pendant la préparation de cet exposé. En outre, P. Berthelot et 
0. Gabber ont lu attentivement le manuscrit ; i l s m'ont signalé quelques erreurs 
et m'ont suggéré plusieurs améliorations; je les en remercie très chaleureusement. 

Dans toute la suite, p désigne un nombre premier fixé. Si n est un entier 
> 0 et G un groupe abélien, on note nG ou, comme Grothendieck et quand i l 

р П n n'en peut résulter de confusion, G(n) le noyau de la multiplication par p 
dans G . 

1.- GENERALITES SUR LES GROUPES DE BARSOTTI-TATE (cf. [22] ,[12]) 

Soit S un schéma. On travaillera avec la topologie fppf sur (Sch)/S 
(mais cette topologie ne jouera qu'un rôle de figurant). 

Définition Sote.nt n un e,ntieA ^ 1 et G an ^аллсеаи abétim ьик S . 
On di t que, G eJbt un groupe, de, BaAAottt-Tate tronqué d% échelon n {en abrégé, 
BTT d'échelon n , ou BTR) bl G vésu.£le le& conditions (i) et (i i) cl-aph.éi> 
et l a condition bupplémentaixe ( i i i ) quand n = 1 : 

(i) G ebt annulé рал, p n et plat лил. 7L/ipn ; 
(ii) G(l) eAt Kepn,ésentable рак un S-schéma en дкоирел filnt localement llbtie 

de, hmig de, G(l) qjbt alohJb de. la ôhme p 1 , où h oj>t un entteA 
localement constant бил, S , qu'on appelle la hauteuA de. G) ; 

( i i i ) (n = 1) bi SQ : = V(p) aS et GQ : = G x ^ , la suite 

G —E—> G^p) V >G„ est exacte. (*) 

0 0 о 

I l est c lair que ces conditions sont stables par changement de base S' —>S . 
Exemple 1.2. : Si A est un S-schéma abélien de dimension relative g , A(n) 
est un BTT d'échelon n et de hauteur 2g [22,1 3.4]. 

(*) Dans [22,1 T.3], Messing définit un BT̂  sur S par les conditions (i) à ( i i i ) 
en supposant p localement nilpotent sur S ; j ' ignore l'utilité de cette 
restr ict ion. 
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Remarques 1.3. : a) Pour G annulé par p n , la condition de platitude sur 
2Z/pn équivaut aux suivantes : (i')Tor?^P (Z/p, G) =0, i .e la suite 

n-1 
G —2 > G — * G est exacte ; (i") pour tout i te l que 1 <i <n-1 , 

T o r ^ / p n (Z/p 1 ,© = 0, i .e la suite G—E_I—>G—^—>G est exacte. 

b) Pour G fini localement libre annulé par p , l f exactitude de la suite 

Grt —^->G^ V > G„ équivaut à celle de la suite G^p) — G „ £ - ± G ^ , 
o O O N O 0 0 * 

et implique que Ker F et KerV sont finis localement libres (si ImF= KerV, 
le cri tère de platitude par fibres (EGA IV 11.3.11) montre que ImF est fini 
localement libre et F : GQ >ImF plat , donc Ker F et ImV= GQ/ImF sont 
finis localement libres et V : > ImV est plat ; or on a ImV cKer F , 
et rg ImV= (rgG/(rg KerV) = rg Ker F , donc ImV = Ker F ; même raisonnement 
pour l 'autre implication). 
c) Si G est un BTT d'échelon n et hauteur h , G est représentable par un 

nh 
S-schéma en groupes fini localement libre de rang p (cela résulte des 
suites exactes 0 >G(1)—> G(i) G(i-1) >0 pour 2 < i < n , 
cf. [22,1,1.5]) . On voit aussi, à l 'aide du critère de platitude par fibres, 
que s i G est un faisceau abélien vérifiant les conditions (i) et ( i i i ) de 1.1 
et te l que, pour un r avec 1 < r < n , G(r) soit représentable par un 
S-schéma en groupes fini et plat de présentation finie, alors G est un BTn . 
d) Soit G un BTn sur S . Alors, pour 1 < i < n , G(i) est un BI^ 

i d 1 1" 1 

(comme G(n-i) = p G , la suite exacte 0 ^G(n-i) >G —̂  >>G(i) >0 
donne un isomorphisme GgZ/p 1 — G ( i ) , d'où la platitude de G(i) sur 
Z /p 1 ; pour la vérification de ( i i i ) pour n>2 et i = 1 , voir [22 II 3.3.11]). 

e) Si G est un BTT d'échelon n et hauteur h sur S , son dual de Cartier 
G* =tfom(G,€m) est un BTT d'échelon n et hauteur h . 

f) Si 0 >G' > G >Gn >0 est une suite exacte de S-groupes finis 
localement libres annulé par p n , et s i deux des groupes sont des BTn , le 
troisième l ' e s t également [3,3.3.9]. 

1.4.- Supposons que S = Spec(k), où k est un corps parfait de caractéristique 
p, et soit W = W(k) l'anneau des vecteurs de Witt sur k . Notons 
D = WQ[F,V]/(FV=VF^p) l'anneau de Dieudonné (a = automorphisme de Frobenius de 
W). Rappelons que le foncteur (contravariant) associant à un p-groupe fini 
commutatif G sur S son module de Dieudonné 

M (G) : = Hamg^CW) , 
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où CW est le faisceau des covecteurs de Witt sur S , est une anti-équivalence 
de la catégorie des p-groupes finis (commutâtifs) sur celle des D-modules de 
longueur finie sur W [10, p. 128].De plus, le foncteur M(-) est exact. Dans 
cette équivalence, les BTn sur S correspondent aux Démodules libres de type 
fini sur Wn (où Dn : = D ® 7L/ipn , Wn = W®Z/pn), vérifiant quand n = 1 la 
condition supplémentaire ImF= KerV (équivalente à ImV= Ker F) . Si G est 
un BTT d1 échelon n et hauteur h, M(G) est libre de rang h sur Wn . 

Définition 1.5.- Soit G un faaÀMdaaix. abéZim alla S . On dit que, G oj>t un Qhjoupt 
d<l Bcvuotti-Tate, (en abrégé, BT) hi : 

(i) G çj>t dd ip-tosuion, i . e . G = limG(n) , 

(i i) G QJ>t v-diviAihZe., i . t P-̂ G un ëp̂ motyĥ Ame,, 

( i i i ) G(l) &>t n.2.pn.i^zntabl2. pax un hckima. m gioupeA faint locjalem&nt tibn.2,, 

Sorites 1.6.- Si G est un BT sur S , alors, pour tout n> 1 , G(n) est un 
BTn [22,1,2.3] , et le foncteur qui à G associe le système inductif des G(n) 
(avec les inclusions évidentes) est une équivalence de la catégorie des BT sur 

i-j i n 

S sur celle des systèmes inductif s (Ĝ  > ̂  * ••• — * o u 

GR est un BTn et i n induit un isomorphisme G

n " ^ G

n + - | ^ n ) • 
De même, le foncteur qui associe à G le système projectif des G(n) (avec les 
projections p : G(n+1) »G(n)) est une équivalence de la catégorie des BT 

sur S sur celle des systèmes projectifs (Ĝ  ^ — Ç>2*— — Gn< ^ n . . . ) où 
GR est un BTn et p n induit un isomorphisme Z/p n® G R + 1 -^-^ Gn . 

On appelle koutoixA d'un BT G sur S la hauteur de G(1) . 

Une extension de deux BT est un BT (et de même pour un quotient G/H) 
[22,1.2.4] mais le noyau d !un épimorphisme de BT n'est pas en général un BT 
(par exemple le noyau de p ) . Le quotient d'un BT par un sous-groupe fini locale
ment libre est un BT [3, 3.3.12] . 

Si G est un BT , le système inductif des G(n)* , où i : G(n)*—^G(n+1)* 
est dual de p , est un BT qu'on appelle daœt de G , et qu'on note G* . 

Enfin, sous les hypothèses de 1.4, s i G est un BT, M(G) : = lim M(G(n)) 
est un D-module libre de type fini sur W , et le foncteur (contravariant) 
G l—» M (G) est une anti-équivalence de la catégorie des BT sur S sur celle 
des D-modules libres de type fini sur W . 

I l est naturel de poser la question suivante : s i G est un BTn sur S , 
exis te- t - i l un BT H te l que G = H(n) ? Voici une réponse par t ie l le , que nous 
généraliserons plus loin. 
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PROPOSITION 1.7.- On *uppo*e que S = Spec(k) , où k eMt un cosip* paxfaJUt de, 
caMLctéJLUtLque p . SoiX G un BTn éul S . ktohA JUL exÂAte. un BT H 
toJL que G = H(n) . 

C'est un résultat bien connu. Faute d'avoir pu trouver une référence, nous en 
donnerons une démonstration - et même deux (le lecteur choisira). 

a)(d'après T. Ekedahl). Par dualité, on peut se borner à t ra i te r le cas où G 
est unipotent, i .e V nilpotent sur le module de Dieudonné M de G . On peut 
donc considérer M comme un En-module, où E n = E 8 Z / p n et E est le complété 
V-adique de l'anneau de Dieudonné D . Soit (ep (1 < i < r) une famille d'éléments 
de M dont les images dans M/V forment une base de M/V sur k . On a alors 

Fe. = za . .(V)e. , i i j 3 
où les a^ (V) sont des polynômes en V à coefficients dans Wn . Notons L 
(resp. R) le En-module libre de base g^ (resp. h p (1<i<r ) . Soient u :R—*L 
l'application E^-linéaire définie par u(h^) =Fg^- Za^(V)g. , v : L—>M 
l'application E n~linéaire définie par v(g^) =e^ . Par construction, la suite 

(*) 0 >R—^->L—^—M ^ 0 

est un complexe. Montrons qu'elle est exacte. Comme les termes de (*) sont plats 
sur Wn (G étant un BTn , M est libre sur W ) , i l suffit de prouver que 
(*) ®2/p est exacte, autrement d i t , on peut supposer n = 1 . I l est clair que 

n L L 
(*) =Rlim E ^ ®£ (*) , donc i l suffit de prouver que E-j/VSg (*) =0 , et 

pour cela i l suffit de montrer que le noyau et le conoyau de V sur (*) sont 
acycliques. Or, par hypothèse, on a, sur M , ImF= KerV et ImV= Ker F , de 
sorte que la multiplication à gauche par F donne un isomorphisme F : M/V -^^M . 
On vérifie facilement d'autre part que la même propriété est vraie pour Ê  , 
i .e que F : E /̂V ~ > ^E^ . I l suffit donc de montrer que le conoyau de V sur 
(*) est acyclique, ce qui se vérifie par un calcul direct standard : soit 
ZXj^F^g^ e L/V f ou, en notation matricielle, x = z W ' g , où g= f? lV 

t x k = ( x k l , . . . , x k r ) ; alors vx = zSc^a^e , où a = ( a ^ modV) , 
k-1 

a ^ : = sS° , a = automorphisme de Frobenius de k ; vx = 0 donne 

Z ^ a ® = 0 , d'où x= E ^ O ^ - a ^ î g , mais pour k>1 , 

F^ - a « . (F*' 1

 + F ^ V + . . . + a ^ " 1 ) . . . a a ) ( F . a ) . 
d'où finalement 
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k-1 
x = u( Z V o ^ ^ t . . .+ a ( a 3 . . . a a ) h ) , 

k>1 K 

ce qui prouve l'exactitude de (*) modV en L/V ; l ' in ject ivi té de u modV est 
immédiate. L'exactitude de (*) étant ainsi établie, on relève u en un homomor-
phisme E-linéaire u' : R' —> L' , où L' (resp. R') est le E-module libre de 
base (g|) (resp. (hj)) et u ' ( h p = Fg| - Za^OOgj , a | j (V) étant un polynôme 
en V à coefficients dans W relevant (V) . Alors M' =Coker u' relève M , 
est de type fini sur W (car p-adiquement séparé et complet et de type fini 
modp) , et sans p-torsion (par la suite exacte du serpent, compte tenu de l'exac
titude de (*) ®Z/p) , donc M' , en tant que D-module, est le module de 
Dieudonné d'un BT qui relève G . 
b) (d'après 0. Gabber). Soit M le module de Dieudonné de G . Le Démodule M 
est libre sur Wn , soit m son rang. Posons M = M/p , M est donc de dimension 
m sur k . Comme pM = VM (1.3 d)) , i l existe des éléments ë r + p . . . , è " m de M 
tels que Ve" r +^,.. . ,Vè"m forment une base de pM . Soit ( ë p . . . ,"è~r) une base 
d'un supplémentaire de pM dans M . Relevons é"̂  en e^ dans M . Alors 
( e^ , . . . , e r >Ve r + . j , . . . >Vem) engendrent M sur Wn , donc forment une base de M sur 
Wn . D'autre part , par construction, (Fè"^,... ,Fè"r) forment une base de FM = M̂ , 
et comme Vë" r +^,.. . ,Vè"m sont linéairement indépendants, 
(Fè\ , . . . ,Fê ,ê 1 , . . . ,"e" ) forment une base de M , donc 1' ' r ' r+1' ' m ' 
( F e F e ,e e ) forment une base de M sur IV . Notons (g.) r 7 r 7 r+l 7 m n ° i 
(resp. (hj)) la base ( e 1 , . . . , e r , V e r + 1 , . . . , V e m ) (resp. ( F e 1 , . . . , F e r , e r + 1 , . . . , e m ) ) , 
et a la matrice (inversible) définie par g^ = Za^^h^ . Dans les bases (g^) et 

/ l r 0 \ 
(h.) , F a pour matrice ( , et dans les bases (h.) et (g.) , V a pour 

1 VO p / 
/ p . 1 r 0 \ 

matrice! I . Soit a' = (a| .) € GLm(W) un relèvement de a . Notons M' 
Vo 1/ 1 J 

un W-module libre de base (h|) (1 î<m) , et (gj) la base de M' te l le que 
g! = Eaï.hï . Soient F : M' ^M' l'homomorphisme a-linéaire de matrice 

( \ ° ) 3 

\ dans les bases (g!) et (h!) , et V : M'—>M' l'homomorphisme 
\0 p / 1 1 

/ p . 1 r 0 \ 
a" 1 -l inéaire de matrice ) dans les bases (h!) et (g!) . On a 

\ 0 1/ 

évidemment FV = VF=p , de sorte que F et V munissent M' d'une structure de 
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D-module, et comme Mf est libre sur W , M1 est le module de Dieudonné d fun 
BT sur k . D'autre part, s i l'on identifie M'/p n à M par hM—» h i , par 
construction gj s'envoie sur , et 1 'endomorphisme de M'/p n induit par F 
(resp. V) coïncide avec 1 'endomorphisme F (resp. V) de M . Autrement d i t , 
M' relève M, ce qui achève la démonstration. 

2.- PROPRIETES DIFFERENTIELLES ET COH0M0LOGIQUES DES GROUPES DE BARSOTTI-TATE 

TRONQUÉS 

2 .1 . - Rappels sur les complexes de Lie et co-Lie 

Soient S un schéma et G un S-schéma en groupes, plat et localement de 
présentation finie. On note &G le complexe, de, co-Lie. de G , défini par 

(2.1.1) HG = Le*L G / s eob D(S) 

où Lçyg est le complexe cotangent de G/S et e : S » G la section unité 
(cf. [14,VII]) . Comme G/S est localement d'intersection complète, &G est 
parfait, d'amplitude parfaite c [-1,0] . La connaissance de % équivaut à celle 

G 
de Lçyg , car on a un isomorphisme canonique L ^ ^ g — t t * & g où ir : G —*> S 
est la projection, mais nous n'aurons pas besoin de ce fa i t . Le complexe de. Lie, 
de G est par définition le dual de &G , 
(2.1.2) lç : - RHomUG,Os) ; 
c 'est donc un complexe d'amplitude parfaite c[0,1] . Le foncteur G»—» &G 

(resp. #G) transforme suites exactes courtes en triangles distingués, ce qui 
permet notamment le calcul de &G quand on dispose d'une résolution 
0 > G > G0 » Ĝ  > 0 , avec G° et Ĝ  lisses (ou formels lisses) ,car on 
a l . = ça . = e* fi1 , d'où 

G1 G1 GVS 

(2.1.3) o - ^ f a 1 ^ J • 
G G1 G° 

Les seuls faisceaux de cohomologie éventuellement non nuls de &G (resp. \ç) 
sont H° et H"1 (resp. H° et H1) : on pose (notations de Grothendieck) 

(2.1.4) u)G = î f U G ) , n G = H" 1UG) , t G = lf(£ G ) , v G = H1(£G) ; 

on a donc 

V ^ ' n G = VGV ' 
D'autre part, lemng (au sens de (SGA 6 I)) du complexe parfait (resp. Ŝ ) 
est égal à la dimension relative de G/S. En particulier, s i G est fini locale-
ment l ibre, cas qui nous occupe principalement, on a rg &r = rg & = 0 ; s i de 
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plus o)ç est localement libre de type f in i , alors i l en est de même de n G , 

t G , vG , et ces quatre modules ont même rang. 

Quand G est commutâtif, fini localement l ibre, le complexe de Lie de G 

admet la description suivante, due à Grothendieck [20, 14.1] : pour tout 

Og-Module quasi-cohérent M , on a un isomorphisme canonique (de D(S,0g)) 

(2.1.5) RHoniQ UG,M) -<*_> RHom̂  (G*,M) , 
~S 

où G* est le dual de Cartier de G et M est considéré comme faisceau sur 
Sfppf toPol°gie importe peu : on ne changerait pas le second membre en regar

dant M comme faisceau sur le grand si te zariskien). Pour M = Og , on a notamment 

(2.1.6) ^ c - ^ t £ 1 RHomz (G*,QS) 

et en particulier 

(2.1.6.1) t G - ^ t f o m z (G*,0S) , v c - ^ » E x t t (G*,0g) . 

2.1.7,- Soient A un anneau (discret) commutatif et G un schéma en A-modules, 

plat et localement de présentation finie sur S . Notons % 1 1 1 1 Р Г 0 ( ^ и ^ 
tensoriel dérivé de A et Og dans la catégorie des Z-algèbres différentielles 

graduées à degré <0 (cf. [14, VI 10.3.19]), et 0(А^ 2 Qg) la catégorie déduite 

de celle des modules différentiels gradués sur A ^ Og par inversion des 

flèches qui induisent des isomorphismes sur les objets de D(2Z) sous-jacents 

(loc. c i t . ) . Dans [14, VII 4.1.4] , on définit, à part ir d'un certain diagramme 

traduisant l 'action de A sur G , un objet .IL de D(A® 0 Q ) , qui, par res t r ic -
т A ь 7L ь 

tion des scalaires via Og ^ A@.̂ 0g , donne le complexe de Lie &G de (2.1.2). 
On définit aussi (loc. c i t . ) un objet de D(A@^Sg) (dual de A ^ à 

valeurs dans 0 Q ) , qui, par oubli, donne le complexe de co-Lie £ r de (2.1.1). 
~ b V/ v u 

Bien entendu, дЛ^ (resp. дЯ^) et ^ ( r e sp . &G) donnent le même objet de 

D(S,2Z) par oubli. Dans la suite, nous nous permettrons parfois d'omettre l ' indice 

A de la notation д& с (resp. д& с) • 

2.2.- Propriétés différentielles et cohomologiques des BTT 

Les résultats , dûs à Grothendieck, concernent d'une part la structure de 
N 

&G pour G un BTn sur S , avec n^N , et p Qg=0 , d'autre part le calcul 

des E x t ^ , ^ (G,M) pour n £N , M quasi-cohérent annulé par p N , et i ^ 2 . 

PROPOSITION 2.2 .1 . - SoâX S un schéma tel que pN0g=0 , où N est un entleK 

> 1 , et soÂX. G un BTn sua S . On suppose n ^N . 

a) Роил tout entleA m > 1 tel que n г m+N-1 et tout entieh. к tel que 
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1 < k < p m , on a 

InfkGcG(m+N-1) 

où Inf^G désigne l e k-lème voisinage, infinitésimal de la section unité 

e : S >G . 

b) VovJi tout entien, k tel que 1 < k < p n ~ N + 1 , G est l i sse tsionqué d'édition 
k le, long de e , ce qui signifie que le* condition* suivantes - équivalente* 
d'après [22,11 3.1.1]- sont satisfaites : 
(i) a)G est localement UJoKe de type fini, et V application canonique 

S 1^ » j V j 1 + 1 (où J est l ' Idéal définissant e ) est un Isomoiphisme 
G 

pouA i < k ; 
(i i) pouA tout S-schéma affine Y , tout voisinage Infinitésimal d'oid/ie k 
V de Y , tout sousS-schéma fenmé X de V contenant Y , tout S-moJiphlsme 
g :X—*G tel que g|Y = 0 se prolonge à X' (*). 

c) Les faisceaux n G , t G , vG sont localement libres de type fini de même tang que 
o)G . De plus, poux n ^ n' > N : 

(i) l 'Inclusion G(n f )—^G Induit un Isomoxphisme caG ^ G ( n r) desp. 
t G ( n ' ) ~ > t G * ' 4 ^ n " n 1 = N y Induit l e moKphlsme nul n G ^ n G(n' ) 

(*e*P. v G ( n î ) — ^ v G ) ; 

(i i) V épimotiphisme p n " n :G—> G(n') induit un Isomoiphlsme n G ( n

f ) " ^ n G 

(>iesp. v g"^"^ v g(n f )^ ^ n ~ n l = N , £e moAphlsme nul Uç^i^ —>u)G 

[JUAp. t G _ ^ t G ( n i ) ) . 

L'assertion a) est prouvée dans [22,11 3.3.17] . L'assertion b) est prouvée, 
s i N=1 , dans [22,11 2.1.2,2.1.5] (compte tenu de 1.3.d)), et s i k < p n " N , 
découle aisément de [22,11 3.3.10] : soit g:X :> G comme en (ii) , alors 
par définition, g se factorise à travers Inf G , donc G(n-N+N-1) =G(n-1) 
d'après a ) , et l'obstruction à prolonger g : X—*G(n-1) à X' se tue quand on 
passe à G(n) d'après (loc. c i t . ) (réduction au cas où l ' idéal J (resp. I) de 
de X (resp. Y) dans X' vérifie J I=pJ = 0 et application de (loc. c i t . ) pour 
N = 0) . Dans le cas général, on se ramène au cas où g se factorise à travers 
G(n-1) par l'argument suivant (de Grothendieck). Par changement de base, on peut 
supposer S = X' .D'autre part , on peut supposer N£2 (le cas N=1 étant déjà traité), 
et J I = 0 où J (resp. I) est l ' idéal de X (resp. Y) dans X' .Notons X' Jresp.X ,Y ) 

n-2 M . N-2 N-2 
le sous-schéma fermé de X' (resp. X, Y) défini par l'annulation de p N ~ l : 
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Y* gh >X' 

YN-2' *N-2 *N-2 

et gN_2 l a restriction de g à X ^ • Gomme par hypothèse on a k < p n ^N 1^ , 
par le cas déjà t ra i té g^_2 admet un prolongement g^_2 : X^_2 —^ G . Les 
flèches g et g^_2 définissent g:X = X X^_2 *-G . Or X est un sous-

schéma fermé de X1 contenant X^_2 , donc on peut supposer que X contient 
Xjjj_2, i .e que Jc.p N ~ 1 O x , (ce qui entraîne notamment que pJ = 0) . L'obstruction 
à prolonger g à X1 est alors un élément xçExt^l (£ r ,J) [14,111 2.2.4] où 

% b o 
YQ est le lieu de p=0 et G

0

 = G x

s

Y

0 • Posons PN""1%t = Jî > et considérons 
la suite exacte des Ext associée à 0 — > J >J ' ^J"—=*0 : 

Hom(£G , J f ) -^HomUç ,JM) — » E x t 1 U G ,J) - ^>Ext 1 (£ G , J f ) . 
0 0 o o 

La flèche a s ' identifie à Hom(a)G , J ' ) ^Hom(o)G ,J") . Comme o)ç est locale-
o o o 

ment libre de type fini (d'après le cas particulier N = 1) et que YQ est affine, 
a est surjective, donc b est injective. I l suffit donc de montrer que l'image 
de x par b est nulle, ce qui nous ramène au cas où X = XT'Î 9 . Or 

k n-N' gN-2 : XN-2 G se factorise a travers Inf G et comme k<p (N'=N-1) 

et p N ? =0 sur Xĵ _2 , on a InfkG cG(n-N'+N'-1) = G(n-1) par a ) , ce qui ramène 
au cas déjà t r a i t é , et achève d'établir b) dans le cas général. Le fait que 
nG ' *G ' VG so^ent localement libres de type fini de même rang que coG découle 
aussitôt de b) (cf. la remarque suivant 2.1.4). Par a ) , pour k = m = 1 , on a 
Inf^GcG(n) , d'où la première assertion de c) ( i ) . La seconde en résulte par la 
suite exacte à six termes 

° ^ n G ( n - n ' ) ~ ^ n G ~ ^ n G ( n ' ) ~ > ( A ) G(n-n ' ) — ^ G ^ ^ C f a ' ) - ^ 0 

déduite du triangle distingué ^G(n-n') — > ^G—* ^G(n')"">associé à la suite 

exacte 0—» G(n') —* G—^ * G(n-n') — > 0 . La preuve de (ii) est analogue. 

Remarques 2.2.2. a) Soit G un BTn sur S . Si p est inversible sur S , G est 
étale ( i l suffit d 'ailleurs de supposer que G est fini localement libre et 
annulé par p n ) : en effet p n : ujç >u>G est à la fois 0 et un isomorphisme. 

b) Si pNOg = 0 (N > 1 ) et n > N , et G est un BTn sur S , on appelle (Lunzvttlon 
de G le rang de oô  . Si p est localement nilpotent sur S , et H est un BT 
sur S , on appelle dUmzmÂjon de H le rang du fig-module localement libre 
(jî j = j.im ^ ( j j » c 'est aussi la dimension du groupe de Lie formel associé à H 
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(cf. [22, II]) ; s i S est le spectre d'un anneau local noethérien complet de 
corps résiduel k de caractéristique p, et G (resp. H) un BTR (resp. BT) sur 
S , on appelle encore dimension de G (resp. H) celle de GXgSpec(k) . Dans 
l'un ou l 'autre cas, soit G* (resp. H*) le dual de Cartier de G (resp. H) . 
Si d* est la dimension de G* (resp. H*), on a d + d*=h , où h est la hauteur 
de G (resp. H). Pour le voir, on peut se borner au cas où S est le spectre 
d'un corps de caractéristique p, et i l suffit de noter qu'on a 

p d i m G = rang Ker(F G ( 1 ) ) 

= rang Coker(F G^) 

= rang Ker(VG* ( i ; ) ) 

= rang InKFg*^ ) 

= pht(G)-dim(G*) 

c) Supposons p 1 ^ = 0 (N> 1) , et soit G un BTn sur S . Sans l'hypothèse 
n£N , i l n 'est pas vrai en général que a)G soit localement l ibre. L'exemple 
le plus simple est u , qui a pour complexe de co-Lie Og P*1 >0g (uti l iser 

P n n 

la résolution 0 > u n » C m — E ><&m *0 ) : on a wG = Og/p , 

n r = QQ . Voir 4.9 pour des compléments sur ce point. 
b (p n) b 

2.2.3.- Munissons S d'une topologie comme en 1. Posons A = Z/m (m entier >1 ) . 
Soient G, M des faisceaux de A-modules sur S . L'isomorphisme d'adjonction 

(2.2.3.1) RHomA(G&:zA,M) —^» RHom̂  (G,M) 

donne une suite spectrale 

¿2 = (Tor?(G,A),M) => Ext^ (G,M) , 

qui se réduit à 1 'isomorphisme Ham (̂G,M) -^^Hpm^ (G,M) et la suite exacte 
longue 

(2.2.3.2) 0 *> Bçtj(G,M) »Ëçt£(G,M) -^HanA(G,M) —• Bçî|(G,M) —*gçt^(G,M 

—> Ext|(G,M) —> ...—*ExtA(G,M) —*Bçl£(G,M) - ^ E x t * ' 1 (G,M) ^ E x t * + 1 (G,M)-*... 

Si l'on préfère, on peut voir (2.2.3.2) comme la suite exacte des Ext*(-,M) 
associée au triangle distingué 

G[1] >G&ZA •G > . 

L'homomorphisme <j> de (2.2.3.2) est déduit par faisceautisation de l'homomorphisme 
associant à une Z-extension 0 —>> M—*H —> G —> 0 l'homomorphisme G —•M 
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déduit par passage au quotient de la multiplication par m dans H (vérification : 
pour u : G—£>M[1] réalisé par la suite exacte 0—>M—»>H—^G—>0 , u 
correspond par (2.2.3.1) à la flèche u* de D(A) composée de 

G® 2 A
 U ^ A >MQ Z A[1] •> H°CM0ZA)[1] = M[1] , et <j>(u) à la composée de 

u' avec H" 1(G^A)[1] = G[1] ^ G^A ; comme u8A est réalisé par l 'exten
sion de complexes (en degrés -1 et 0) 

0 M- -H 0 

m m m 
0 M- 'H G •0 , 

<J>(v) est le cobord correspondant, i .e l'application déduite de m:H—> H par 
passage au quotient). 

Supposons que G soit un schéma en groupes commutât if, annulé par m , et 
que mD s = 0 . Compte tenu de (2.1.6), l'homomorphisme <|> de (2.2.3.2) pour 
G* (dual de Cartier de G) et M = 0g s ' identifie à un homomorphisme 

(2.2.3.3) (j>ç : Vç >tç . 

Comme tç = a)ç et n^ = , s i ojç est localement l ibre , on en déduit par 
dualité un homomorphisme 

(2.2.3.4) <|>£ : u)G > n G . 

PROPOSITION 2.2.4.- Soient G un BTn sua S et M un qs~Module quasi-coke Aent 
tel que pnM = 0 . Posons A=Z/p nZ . Moks Vapplication canonique 

+ : ( G ' M ) >HomA(G,M) (-Hom^ (G,M)) 

de (2.2.3.2) (pouA m = p n ) est un Isomotipklsme. En d'autres tenmes, on a 

(2.2.4.1) Ext|(G,M) = 0 

et V application naturelle 

(2.2.4.2) Ext̂ (G,M) »Ext | (G,M) 

est un IsomoAphlsme . 

On peut considérer M comme un faisceau quasi-cohérent sur le sous-schéma 
fermé S' de S défini par l'annulation de p n : plus précisément M = i*M' , 
où M' =MHQg , et i : S' —* S est l ' inclusion. Le calcul des Ext 1 sur les 
grands si tes zariskiens donne un isomorphisme d'adjonction 

fiçt^ (G,i*M!) fiçt^ (G' ,M') , 

où G' =G x^S' . Donc, quitte à remplacer S par S' , on peut supposer que 
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pnOg = 0 . Alors, d'après 2.2.1 c ) , tç* et vG* sont localement libres (de même 
rang) et <j) s ' identifie, d'après 2.1.5, à <|>G*®M : Vç*®M >tç*8M , avec 
la notation de (2.2.3.3). On peut donc supposer que M = Og . Comme les complexes 
de Lie et co-Lie commutent au changement de base, donc aussi w et v , et par 
suite t et n quand w est localement l ibre, on est ramené à vérifier que 
<|) est un isomorphisme quand S est le spectre d'un corps algébriquement clos 
G* 

de caractéristique p . De plus, comme <j> ne dépend que de la composante connexe 
G* 

de G* , on peut se borner à supposer G unipotent (i .e annulé par une puissance 
de V) . Nous aurons besoin de l ' interprétation suivante de $ : 

LEMME 2.2.4.3.- Soient S = Spec(k) , où k <tt>t un donph pcm^oUt de. (MactéAlàtl-
quz p , G un S-&ckèma en gKoupeA commutatlfa, filnl, annulé pan. p n et unlpo-
tent, et L le. modula de. Dieudonné de. G , l .n L = Hom(G,CWu) où CW11 = l ± ^ n 

eMt le. faisceau dz& cove.cteusu unipotent*. Mjohm on a de* l&omosipklbmeA V 

canoniques 

Homz(G,(Ba) y L , Ext^(G,(Ea) >L/V , 

et moyennant ceô IbomosipklbmeA, <j> : Ert^(G,« a) &'Identifie, à 
p^ 'F iL /V >VL . 

Soit D l'anneau de Dieudonné. Le module de Dieudonné de G& est D/V 
[8,p.551] . D'après [8,5.1 p.556], le foncteur module de Dieudonné induit des 
isomorphismes 

(*) Homz(G,Ga) Hom^D/V^) , Ext^ (G,Ca) ExtJ(D/V,L) , 

d'où la première assertion. Compte tenu de l ' interprétation de <J> donnée en 
2.2.3 et des isomorphismes (*) , <f> : Ext^(D/V,L) ^Hom^D/V,L) associe à une 
extension 0 *L > E * D/V *0 l'homomorphisme D/V—* L déduit de 

p n : E —> E par passage au quotient. On doit vérifier la commutativité du carré 

L/V P F VL 

a b 

ExtJ(D/V,L) Hom^D/V^) , 

où a associe à l'image dans L/V de u :D—>L l'extension déduite par u 
de 0—» D V > D >D/V »0 , et b(x) , pour xe^L , envoie 

l e D/V sur x . Cette vérification est immédiate, et laissée au lecteur. 
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Achevons la démonstration de 2.2.4. Soit L le module de Dieudonné de G . 
D'après 2.2.4.3, on doit montrer que p n - 1 F : L/V —» yL est un isomorphisme. 
On procède par récurrence sur n . Pour n = 1 , F : L/V —> yL est un isomorphisme 
par l'hypothèse que G est un BT̂  (1.4). Supposons n^2 . Comme L est de 
longueur finie, on a dim^(L/V) =dim^(yL) . Donc i l suffit de montrer que 
p n " 1 F : L/V—> yL est injectif. Or, comme L est plat sur Wn , 
p : L/p n ^ —> L est injectif. Par l'hypothèse de récurrence, 
p n ^F : (L/p n ^)/V = L/V ^y(L/p n ^) est un isomorphisme. On conclut par le 
carré commutatif 

L/V 
n-2^ 

P F V (L/P n " 1 ) 

L/V • 2 L 
P 

VL 

Ceci achève la démonstration de 2.2.4. 

COROLLAIRE 2.2.5.- Suppohon* p n 0 s = 0 (n >1) , et hoit G un S-Ackéma en 
gioupzA corrmitcuLLfa, faini localement libtie, annote, peut p n . Le* condition* éui-
vanteh h ont équivalents : 

(i) G dht un BTn ; 

( i i) 0)r et u) à ont localement l ib ies , et le* falècneb 4>G : vG - tG , 

è : v 
G* G* 

t 
G* 

(2.2.3.3) hont de& iAornotiphUmeh ; 

( i i ' ) o)P et w G G * h ont localement l ibieà, et le* falècke* *G : Ĝ n G , 

• G - G* 
•n 

G* 
&ont del iAornoSiphUme*. 

L'équivalence de (i i) et ( i i f ) est t r iv ia le , et ( i )=>( i i ) découle de 2.2.4. 
Supposons (i i) sat isfai te . D'après 1.3 a) ( i ' ) et b ) , on doit vérifier que, s i 
n>2 , p n ~ 1 : G—*G(1) est un épimorphisme, et s i n = 1 , que F : G Q — ^ " o ^ 
est un épimorphisme (notation de (loc. c i t . ) ) . Vu la commutation de w , n , 
t , v au changement de base observée dans la preuve de 2.2.4, le cri tère de 
platitude par fibres (EGA IV 11.3.11) nous ramène au cas où S est le spectre 
d'un corps algébriquement clos de caractéristique p. Si G = 2Z/p 7L , a<n $ 

G 
est nul d'après 2.2.4.3. On peut donc supposer G unipotent connexe (donc 
G* aussi). Pour n=1 , ( i i) exprime exactement, d'après 2.2.4.3, la condition 
Im F = Ker V (cf. 1.3.b)). Supposons n^2 . Soit L le module de Dieudonné de 
G . Considérons le morphisme de suites exactes 
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L/V F •L/p L/F 0 

P F P n " 1 p n" 1V 

0 VL L 
P 

F 1 

Par hypothèse, on a <J) : v 
G* G* 

•t 
G* 

, i .e (2.2.4.3) p n " 1 F : L / V ^ > y L . 

D'autre part, le module de Dieudonné de G* est Lv = Hom(L,Wn), et 

Ĝ : ^ " " ^ ^ G s ^ ê n ^ e °Lue p n~ 1F : L ^ V - ^ y ^ . Dualisant, on trouve que 

p n V : L / V P L . Par le lemme des cinq, on en conclut que p n ^ : L/p L 
n-1 ™ est un isomorphisme, donc que p : G—>G(1) est un épimorphisme, ce qui 

achève la démonstration. 

Remarque 2.2.6.- Supposons que p ^ g - O , et soit G un BT2 n sur S . 
Considérons la suite exacte 

(*) 0 •G(n) G G(n) 0 . 

I l résulte de 2.2.1 c) que la flèche bord 

ô : nG(n) ^ ( n ) 
figurant dans la suite exacte à six termes déduite du triangle distingué 
^G(n) —* ^G—^G(n) —* assoc^ ^ (*î est 1111 isomorphisme. I l est facile de 
vérifier que ô est inverse de ^ ( n ) (2.2.3.4). 

COROLLAIRE 2.2.7.- Soient n>n '>N>1 des entleAS avec n - n ' > N , M an 
0Q-Module quasi-confient tel que = 0 , G un BTn sua S . AIjoas, dans la 
suite exacte des Ext^ (-,M) associée à la suite exacte 

0 G(n') G > G(n-n') 0 : 

(i) Bxt | (G(n-n'),M) Ext^ ( G ' M ) 

est un IsomoAphlsme, 

(i i) Ext^ (G,M) Ext^ (G(n') ,M) est la flèche nulle, 

( i i i ) Ext^ (G,M) Ext̂ r (G(n'),M) est un IsomoAphlsme. 

N 
Comme dans la preuve de 2.2.4, on se ramène aussitôt au cas où p Qg = 0 . 

I l suffit de prouver (i) : ( i i) en découle trivialement, et implique que la 
flèche de ( i i i ) est un épimorphisme, donc un isomorphisme^ v^* et v ^ ( n t ) * 
étant localement libres de même rang (en fa i t , on retrouve 1'isomorphisme de 
2.2.1 c) v ® M — , ô M induit par p 1 1" 1 1 ' : G*—^G(n')* (dual de 

G* G (n ' ) 
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l 'inclusion G(nf) * G) , pour lequel on n'a d'ailleurs pas besoin de l'hypothè
se n-n' >N) . 
Considérons le carré commutatif, où les flèches horizontales sont définies par 
n' 

p : G — G (n-n') et les flèches verticales par restriction des scalaires : 
Ext2 .(G(n-n'),M) 

2Z/p n7 n 
Ext2

 n (G,M) 
77/тГ 

2 V  

Ext^ (G(n-n1),M) Ext2

 n (G,M) 
77/тГ 

Comme n>N et n-n' >N , les flèches verticales sont des isomorphismes d'après 
n' 

2.2.4. D'autre part , p s ' identifie à la projection canonique 
G *G8 Z / p n " n , et comme G est plat sur Z /p n , i l en résulte que la 

2Z/pn 

flèche horizontale supérieure est un isomorphisme. Donc la flèche de (i) est un 
isomorphisme. 

3 . - OBSTRUCTIONS AUX DÉFORMATIONS DE SCHEMAS EN GROUPES 

3.O.- Soit A un anneau (discret) commutatif. Les résultats de [14,VII] dont 
nous aurons à nous servir concernent les prolongements infinitésimaux de schémas 
en A-modules, plats et localement de présentation finie sur la base (en pratique 
finis et localement l ibres) , et de morphismes de t e l s . Nous les reproduisons 
ic i pour la commodité du lecteur. On fixe dans ce qui suit des immersions fermées 

S Q

C » S c >S' 

définies par des idéaux J e К , avec JK = 0 . Tous les schémas en A-modules 
considérés seront supposés plats et localement de présentation finie sur la base. 

PROPOSITION 3 .1 . - Soient F ' , G' des schémas en A-module* sua S ' , F, FQ 

(resp. G, GQ) les schémas déduits de, F' (resp.G') рал les changements de bouse, 
S — * S ' , SQ —ъ S' , et boit f : F —> G un S-moAphlsme de schémas en 
A-mo dale*. 

a) Il existe une obstAuction 

o(f) € Ext|(F Q ,£ G 0J) 

dont l'annulation est nécessaire et suffisante poux l'existence d'un moAphisme 
de schémas en A-modules f : F' —->G' prolongeant f . Cette obstAuction a les 
propriétés de fonctorialité suivantes : роил u' : E' —> F' , o(fu) est l'Image 
de o(f) рал u Q : EQ *F Q , et роил v' : G' —> H' , o(vf) est l'image de 
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o(f) рал L r : l r —> £ u (notation* évidentes). 
v o b o % 

b) Quand o(f) =0 , l'ensemble deà ph.olonQW2.ntb f de. £ ел£ an espace аЦшо, 
sous £e g/ioape Ext°(FQ,£G &J) . 

(Le produit tensohtel Ь , calculé sur 0 Q , eMt un objet de DCA^Oç ) , 

qui, dan* le calcul de Ext*( , ) (-бал. la gland bite zantbklen de SQ ), est 
considéré comme objet de D(A) рак rebtxijctijon dejb scalaires). 

* L 
Notons i : SQ—>>S l'inclusion. Pour M dans D (Ав^ Og ) , à cohomologie 

quasi-cohérente sur S 0 , le calcul des Ext^ comme cohomologie spatiale 
[14, VI 11.5.3.11] fournit un isomorphisme d ' adjonction 

(3.1.1) Ext*(F,i*M) -^Ext^(F Q ,M) . 

Comme la formation du complexe cotangent d'un morphisme plat commute au changement 
de base [14,11 2.2.3] , i l en est de même de la formation du complexe ^L-
d'un schéma en A-modules plat et localement de présentation finie sur la base, de 
sorte qu'on a canoniquement (dans О(А0^ Og)) 

(3.1.2) l L J - ^ * i * ( l h Q J) . 
S о ь о 

Compte tenu de (3.1.1) et (3.1.2), 3.1 est une reformulation de [14,VII 4.2.3] . 

Remarque 3.1.3.- Sous l'hypothèse de 3.1 b) , fixons un prolongement f : F' —>G' 
de f , d'où une identification de l'ensemble des prolongements de f avec le 
groupe Ext°(F ,jL Ь J) . Pour v' : G' >H' donné, le prolongement v ' f de 

о 
vf fournit une^identification de l'ensemble des prolongements de vf avec 
Ext^(FQ , ^ в J) . 1 1 est facile de voir qu'alors l'application qui à un 
prolongement f ' de f associe le prolongement v ' f de vf correspond, par les 
identifications précédentes, à l'homomorphisme naturel de Ext?(F ,jL Ь J) 

n v L v v v A O b o 
dans Ext A(F Q ,£ H 8 J) donné par : lç —> . On a une 
compatibilité analogue pour un morphisme u' : E' —> F' , qu'on laisse au lecteur 
le soin de formuler. 

PROPOSITION 3.2.- Soient G an schéma en A-module* sur S , Go = GxgSQ . 

a) Il existe une obstruction 

o(G)€Ext^(G 0J G 9 J) 

dont Vannulation est nécessaire et sufâisante роил Vexistence d'un schéma en 
A-modules G' suk S' prolongeant G . Cette obstruction possède la propriété 
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de. faonoÀjoKÀjjJUUte suivante. : boit u : F — u n тоюркллте. de. hchémoub en k-moduJLeA f 

aJbotbb on a 

(3.2.1) u* о(G) = i o(F) , 
n 

OÙ 

Ext^(G QJ G è J) 
*$$ Ext2

 n (G,M)Ext2

 n (G,M 
77/тГ77/т77/тГ 

4 Ext2

 n (G,M)Ext2

 n (G 
77/тГ77/т77/тГ 

&ont 1ел fale\chej> de. ionctoK^aLité. 

b) Si о (G) =0 , V ensemble. deM с&альел d'iAomotipkie. de. pKoZjonQe.me.ntb de. G 
1 N/ L 

en un hckema m A-modales G1 buh. S' ejbt un espace, afafaine. боиб ExtA(GQ,£G ® J) , 
о *° l 

eX le. groupe. deA ajutomon.pkumej> d'un pn.olongeme.nt donné Gf ej>t ExtA(G0,&G 0 J) 

(Mêmes notations que pour 3.1). 

Grâce à (3.1.1) et (3.1.2), c 'est une traduction de [14, VII 4.2.1] (la 
fonctorialité de о(G) découle de (loc. c i t . ( i i i ) ) . 

Remarques 3.3.- a) Sous les hypothèses de 3.1, soit F" un schéma en A-modules 
sur S1 t e l que F"x s,S = F . D'après 3.1 a ) , on a donc une obstruction 
o(f,F') (resp. o(£,P')) e E x t | ( F o J G Э J) à prolonger f en £' : F' —> G' 

о 
(resp. -f" : F"—^G') . D'autre part , d'après 3.2. b ) , la différence [F'] - [FM] 

i v L 
des classes des prolongements F' et F" est un élément de Ext^(Fo,£p 8 J) . 
Revenant à la définition de o(f) (cf. [14,111 2.2.4]), on peut montrer que l'on 
a 
(3.3.1) o(f,F') - o(f,F") = l f ([F'] -[F"]) 

о 
(avec la notation de (3.2.1)). De même, s i G" est un schéma en A-modules prolon
geant G , on a 
(3.3.2) o(f,G') - o(f,G") = -f*([G'] -[G"]) . 
b) Soit A' — * A un homomorphisme d'anneaux (commutâtifs). L'image de l 'obstruc-

i v L 
tion o(f) de 3.1 dans Ext., (F Л г 0 J) par restriction des scalaires est 

о 
l'obstruction à prolonger f en un morphisme de schémas en A'-modules F' —^G' . 

2 v L 
De même, l'image de l'obstruction о (G) de 3.2 a) dans Ext^, (GQ, % J) par 
restriction des scalaires est l 'obstruction à prolonger G en un schéma en 
A'-modules sur S' . Ces propriétés résultent aussitôt de la définition de ces 
obstructions (cf. [14,VII 4.1.4 a ) , 4.1.6, 4 .2 .1 , 4.2.3]). 
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4.- DEFORMATIONS DE BTT 

Pour étudier les obstructions aux déformations de BTT , nous nous appuierons 
sur le lemme suivant, conséquence de 2.2.4 : 

LEMME 4 . 1 . - Soient n un entier > 1 , un schéma a^ lne tel que p n 0 Q =0 , o b Q 

J un 0 C -Module quasl-cohénent, , des BT sur Ŝ  . KIoks les —S0

 n o ' o n o 
flèches naturelles suivantes sont des Isomoiphlsmes : 

(2.1.5) v L 
(4.1.1) t c * 0 t r 0 J Hom „ (F . t r 0 J) >Hom n (F.JU 0J) , 

F o Go Z /p n 0 Go 2Z/pn 0 Go 

i v L (2.1.5) 
(4.1.2) Ext' n (F Q ,£ G , 0 J) >Hom n (FQ,vG 0 J) — > t p J v G 0 J , 

2Z/p o Z/p o o o 

(4.1.3) E x 4 ( F 0 , t G 8 J ) 2 â - 4 ^ ( F ( ) ) t G 8 J ) — > E x t 2 (F Xq 8 J) . 
o Z/p o Z/p o 

L n 
Considérons le triangle distingué de D(A0^ Og) (A = Z/p ) défini par 

troncation de ]L : 
Go 

(1) t G >L * v f [-1] * . 
o o o 

D'après 2.2.1 c ) , t~ et v r sont localement libres de type fini sur S , donc 
o b o L 

le triangle distingué déduit par application de 0q j s 'écr i t 

L ~ S ° 
(2) t G 0 J » l Q 0 J > vG 0 J [ - 1 ] > . 

o o o 
La suite exacte des Ext 1 (F ,-) correspondante fournit d'abord le second 

7L/V ° 
isomorphisme de (4.1.1), puis, compte tenu de (2.2.4.1) et du fait que SQ est 
affine, la suite exacte (où A= Z/p n) 

(3) 0 —->Ext^(F q,l g h J) —>HomA(Fo,vG 0 J) - ^ E x t j * ( F 0 , t G 0 J) 

> Ext^(FQ, £G 0 J) » 0 . 

Notons que d = 0 .En effet, compte tenu de (2.2.4.2), i l suffit de montrer que 

la flèche déduite par oubli, en remplaçant A par 7L , est nulle. Or celle-ci 
est définie par la flèche de degré 1 du triangle (2), vu comme triangle de 
D(SQ,2) . Mais comme SQ est affine et que t G et vG sont localement libres 

o o 
de type f ini , la flèche de degré 1 de (1), vu comme triangle de D(S ,0 Ç ) , est 

0 b o 
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nulle, donc i l en est de même de la flèche de degré 1 du triangle (2), vu comme 

triangle de D(SQ,Os ) , donc a fortiori comme triangle de D(SQ,2Z) . Les isomor-

phismes de (4.1.2) et (4.1.3) découlent alors aussitôt de (3). 

PROPOSITION 4.2.- Soient N un entier г 1 , S 0

£ -*S C —>S' des Immersions fer

mées définies рак deb Idéaux JcK te ls que JK= 0 et p N 0 Q =0 , F1 , G1 

b o 
des BTT d'échelon n>N sur S f , F, FQ (resp. G,GQ) les BTT déduits de 
F1 (resp. G') рак les changements de base S —> S 1 , SQ —> S 1 , f : F —> G un 
moKpklsme de schémas en gKoupes. On suppose S' аЦЫе. 
a) I l existe une obstKuctlon 

o(f) e t 0 vG 0 J 
о о 

dont l'annulation est nécessaire et su^lsante à l 'existence de ff : F1 —>G' 

prolongeant f . Elle dépend {onctortelZement, en un sens évident, de F 1 , G1. 

b) Quand o(f) =0 , l'ensemble des prolongements f1 de f est un espace afâlne 

sous l e groupe t 0 t G 0 J . 
F o 0 

Compte tenu de (4.1.1) et (4.1.2), c 'est un cas particulier de 3.1. 

COROLLAIRE 4 .3 . - Soient F ' , Gf comme en 4.2. 

a) Supposons n>2N . SojUL P : F' —* G1 tel que f : F — G soi t nul 
Alors f1 (n-N) : F' (n-N) — G 1 (n-N) est nul. 
b) Soit f : F — * G tel que f(N) : F(N) —> G(N) admette un prolongement 
g f : F!(N) —>G'(N) . Mors f admet un prolongement P : F1 — G 1 . (NB. On 
n'impose pas à P d'être te l que f'(N) = g ' ) . 

Prouvons a) . Appliquons la compatibilité 3.1.3 avec v' =p G , : G' —^G'(n-N) =H' , 

î = 0 . On dispose de c£(P) € t 0 t r 0 J défini par le prolongement f de f , 
F* b o 

N ° N et de c£(pG, , f ' ) € t ^ ® t G rn_™ ® J défini par le prolongement PGif
f àe 

F* о 
N N pGf , et par suite с£(р с , ,Р ) est l'image de сЯ(Р) par l'application définie 

par p G : t G —> t G ( n_N) • Or, comme n-N^N , cette application est nulle 
o o о n " N N N ~ 

d'après 2.2.1 c) ( i i ) . Donc c£ (p G I P) = 0 , i .e pjî.f1 = p G , f = 0 . Mais 

P G i f = f f(n-N) Pp, , et comme pp, : F' —>F'(n-N) est un épimorphisme, 

f'(n-N) = 0 . 

Prouvons b) . Par hypothèse, on a 0 = o(f(N))€t 0 v r r x n 0 J . 
F0(N)* b o w 
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Par fonctorialite de l'obstruction, on a donc 

0= (p£"N)*o(f(N)) = o(f(N) p^'N)= o(p{ï~N f) = p£ _ N o(f) , 
o o 

mais p G~
N : vG ® J » vG ̂ ® J est un isomorphisme dfaprès 2.2.1 c) (ii), 

donc o(f) = 0, et par suite £ se prolonge. 

Nous sommes maintenant en mesure d'énoncer le résultat principal de cet exposé. 

THÉORÈME 4.4 (Grothendieck) .- Soitnt i : S—» Sf une niJUmmeAAion et G an 
BT 6ui S . On òuppoàz Sf a^inz [maio p n'y <u>t pcu> òuppo&é Ixxualemznt 
nltpotznt) . 

a) II existe, an BTn G* oui S1 pioljongejxnt G . 

b) Cotonò De£(G,i) Ve.n&emble. doj> CÙJU>AQJ> d'i&omoipkie. de pio long mento G1 

de G oui S1 . VOUA tout nf <n , Vapplication 

(4.4.1) Def(G,i) »Def (G(n') ,i), Gf i—^ G1 (n») 

£At òuijactive.. 

c) Soit N an untiti Z 1 . Supposons que. i éoit définie, peu un idéal J et 

qu'on aiX. un idéal K=>J , déiiniAòant S0

C—^S' , avec JK = 0 , et pN0g =0 . 

Molò, òi n^N , £'enóemb£e deó cùuòeA d'tòomoipkie. de. pix>longeme.ntò 0 

G1 de G eó£ an eópace a^ine. ÒOUÒ t ® vf ® J [gijoupe. qui A'ide.ntiiiz à 
bo o 

t ® ® J paA <j>r (2.2.5)) et £'enóemb£e deó automoipkiòmeA d'un piolonge.-
o Go Go 

ment G1 (induisant l'idzntiXé òui G ) eót iòomoipke. à t_ ® t̂  8 J (b 

(̂) Il est facile de vérifier, en revenant à la définition de cj> (2.2.3.2), que 
pour n^n1 ̂ N , le carré suivant est commutatif : 

oGo 

vGo 

pn-n' 
VG0(n') 

oGo(n') 

V ^incl) 
tGo(n') 

(où les flèches horizontales sont des isomorphismes (2.2.1 c)) ) . 
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d) Solent N, J , K comme en c) . Alors, pour tout n>n'> N , Vapplication 
(4.4.1) est bljectlve. De plus, jsI G' est un prolongement de G sur S' , alors 
pour n >nT >N at n-n' £N , Vnomomorpklsme 

(4.4.2) Aut(G') > Aut(G'(n')) 

eó¿ nul, Aut désignant l e groupe des automorpklsmes Induisant Videnti té au-des

sus de S . 

e) SI S local noethérien complet, de corps résiduel pariait de caractéristi
que p , I l existe un BT H sur S tel que G = H(n) , 

£) S ' i l existe un BT H sur S tel que G = H(n) , alors, pour tout prolongement 
G' de G sur S' , H existe un BT H1 sur S' prolongeant H ¿e£ que G1 = H'(n) . 

4 .5 . - Démonstration de 4.4 . Elle va se faire en plusieurs étapes. Notons tout 
d f abord que s i G1 est un S1-schéma en groupes commutatif s annulé par p n , 
plat sur S 1 , prolongeant G, G1 est automatiquement un BT̂  : cela résulte du 
cri tère de platitude par fibres (EGA IV 11.3.11). 

4 .5 .1 . - Soient i , J , K comme en c ) , avec N=1 , n>1 , et supposons que 
G =H(n) , où H est un BT sur S . Alors : 

(i) I l existe un BTn G'sur S1 prolongeant G . 

( i i) Avec les notations de b) , l 'application (4.4.1) 

Def (H(n+1) ,i) > Def (H(n) ,i) 

est bijective. En particulier, pour tout prolongement de G en un BTnG
f sur S1 , 

i l existe un BT Hf sur S1 prolongeant H et te l que H'(n) = Gf . 
D'après 3.2, l'obstruction à prolonger G en un BTn sur S 1 , ou ce qui re

vient au même, en un schéma en ZZ/pn-modules fini et plat sur S 1 , est un 
2 v L 

élément o(G) de Ext^^n (GQ, ® J) (où GQ = GxsSQ) . Considérons le carré 
commutatif 

E x t 2 n (Gn>V ® J ) 
2Z/pn 0 Go 

(1) ™Ì CG0,XGq e J) 
A 

(3) (4) 

ExtZ 

Z/pn 

(G t G 0 J) 
o 

(2) 
^4 (Go,tG 8 J ) 

où les flèches horizontales sont les flèches d'oubli et les flèches verticales 
V 

sont données par t r > l c . D'après 4.1, (2) et (3) sont des isomorphismes. 
bo bo 

D'autre part, on a, dans D(SQ,Og ), Jtç ~ > tç @ [-1] , parce que S Q 
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est affine et que v r est localement libre de type fini. Donc (4) est l'injec-
bo 

tion d'un facteur direct. D'autre part, l'image de o(G) par (1) est l'obstruction 

à déformer G en un schéma en groupes commutât if s plat sur S' (3.3 b)) . Donc 

le diagramme ci-dessus montre que l'existence d'un BT n sur S' prolongeant G 

équivaut à celle d'un schéma en groupes commutatifs plat sur S' prolongeant G , 

et l'obstruction à ce problème est un élément o(G) du facteur Ext- (Go,tr; ® J) 
2 v o 

de Ext^ (G0,icG ® J) . De même, l'existence d'un BT n + 1 sur S' prolongeant 

H(n+1) équivaut à celle d'un schéma en groupes commutatifs plat sur S' prolon

geant H(n+1), et l'obstruction correspondante est un élément o(H(n+1)) du 

facteur Ext^ (HQ(n+1) ft^ ( n + 1j ® J) de Ext^ (^(n+1),^ ( n + i ; ) 8 J) . Enfin, par 

ЧСп+1) \ ( n + 1 ) ' ( G o ' V ( n + 1 ) 8 J ì est facteur direct de 

^ 1 (G°'*H (n+1)
 8 J ) Par fonctorialité de l'obstruction (3.2 a) appliqué à 

A=7L et u l'inclusion H(n) = G >• H(n+1)), on a donc 

u*o(H(n+1)) = t u o (G) , 
o 

où 

B r t | ( H o C n + 1 ) , t H o ( n + 1 ) 0 J ) X B c t | ( G 0 , t H o ( n + 1 ) 0 J D * - E r t | (G 0 , t G o 0 J) 

sont les flèches de fonctorialite. Mais t u est un isomorphisme d'après 2.2.1 
o 

c) ( i ) , tandis que u*=0 d'après 2.2.7 ( i i ) . Donc o(G) =0 , ce qui prouve ( i ) . 
Prouvons ( i i ) . Posons H (n+1) =F , FQ = Fx sSQ . Soit G' une déformation de 

G en un BTn sur S1 . D'après ( i ) , i l existe une déformation F' de F en un 
BTn+.j sur S' . Notant [ ] la classe d'isomorphie d'une déformation, d'après 
3.2 b) et 4.1.2), on a 

[F'(n)] - [G'] e t 0 v r 0 J . 
Gn 0 

I l s 'agit de montrer qu ' i l existe une unique classe [FM] te l le que 
[F"(n)] - [G'] = 0 . Comme 

[F"(n)] - [G'] = [F1 (n)] - [G'] + [F"(n)] - [F '(n)] , 

tout revient à voir que l'application 

(*) t 0 v c 0 J • 
f* F^ 
F o 0 

• t 0 v r 0 J 
G* Go 
o 

, [F"] - [F ' ] [F"(n)]-[F'(n)] 

est bijective. Soit F" une déformation de F en un BT n + 1 sur S' , et 
considérons le diagramme 

173 



L. ILLUSIE 

.F' 
F F" 

P 
p| 

P 
g 

.G1 

G" 

où p est la multiplication par p . D'après 3.3 (pour £ = 1 1 identi té) , 
[F']-[F"] est l'obstruction o(Idp,F',F") à prolonger l ' identi té de F en 
F'—»F" . De même, [G'] - [G"] = o(IdG,G',G") . Par fonctorialité de l 'obstruc
tion (3.1 a) ou 4.2 a ) ) , on a 

p*o(IdG,G',G") = o ( p : F - > G , F ' , G") = p*o(Id p F' ,F") , 

où 
t ®v„ ® J 

Go °° 

* 
p t ®v ® J 

F o Go 

p* 
t ® v c ® J F* Fo o 

sont les flèches de fonctorialité. Mais, d'après 2.2.1 c ) , ces deux flèches sont 
des isomorphismes. I l en est donc de même de l'application (*), qui n 'est autre 
que (p*)~^p* , ce qui prouve ( i i ) . 

4.5.2,- Preuve de e) : Posons S = Spec (A), soient m l ' idéal maximal de A , 
r+1 k = A/m ; pour r ^ 0 , notons S = Spec (A/m ) , G = Gx-S .̂ . Comme k est parfait, r — r o r 

i l existe, d'après 1.7, un BT HQ sur SQ tel que GQ = HQ(n) . Supposons donné, 
pour r > 0 fixé, un BT H r sur S r tel que G r=H r(n) . Appliquant 4.5.1 (i i) à 
(SQ<—> S r

c—> s

r + - |> H

r ) y on trouve qu ' i l existe un BT H r + 1 sur S r + 1 prolon
geant H r et te l que H r +^ (n) = G +̂̂  . Par récurrence sur r , on obtient donc 
un système inductif de prolongements H r tels que H r(n) = Gr . D'après 
[22,11 4.16] , ce système définit un BT H sur S te l que H(n) =G . 

4 .5 .3.- Preuve de a) : On va se ramener au cas où S' est artinien de corps 
résiduel parfait de caractéristique p et l ' idéal J de S dans S' annulé par 
l ' idéal maximal. 

1) Posons S' =Spec A' , S = Spec A . On a A' = lim^ Â  , où parcourt 
les sous-Z-algèbres de type fini de A' , et A = lin} Aa , où Aa = Im A^—>A . 
Des arguments standard montrent que G provient d'un Ga sur un S a = Spec Aa , 
et s i Ga adment un prolongement Ĝ  sur S^ = Spec Â  , G':= G^Xg, S' prolonge 
G . On peut donc supposer que A' est une Z-algèbre de type f ini . 

2) Comme A' est alors noethérien, l ' idéal J de S dans S' est nilpotent. 
Prolongeant de Spec A ' / J r à Spec A' /J r + ^ , on se ramène à supposer J 2 = 0 . 

3) Soit S'= Usj un recouvrement ouvert, posons S i = S j n S , G i = G|S± . 
Montrons que s i , pour tout i , Ĝ  admet un prolongement (en un BTn) sur 
Sj , alors G admet un prolongement (en un BTn) sur S' . Choisissons, pour 
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chaque i , un BTn G| sur Sj prolongeant G i . Notant [ ] une classe d'iso-
morphie, on a, d'après 3.2 b) , 

[G! |S! nSÏ] - [Gï|SïnSÏ]€Ext 1 (G|S.n S. ,jL h J) . 1 J- J J 1 J S / p n i j u 

L'obstruction à trouver, après raffinement éventuel du recouvrement (Sj) , un 
système de prolongements G j te ls que G j | S j n S j -^-G j | n S j est donc un 
élément 

c- EH^SjExt1 (G,L h J)) . 
1 2Z/pn G 

Or, le calcul des Ext a

 n (G,M) comme cohomologie spatiale [14,VI 11.5.3.11] 
Z / P a 

montre que, pour tout a , Ext (G,£ r 0 J) est quasi-cohérent. Donc, comme S 
Z/P n u 

est affine, ĉ  =0 . Un système de prolongements Gj tels que 
Gj|SjnSj —G\|Sj fl Sj étant choisi, l'obstruction à trouver (après raffinement 
éventuel de (Sj)) un système transi t i f d ' isomorphismes 
g.. : GïlSï nSÏ >G\\S! OS', est , d'après 3.2 b) , un élément 

c o €H Z (S,Ext 0 (G,V 0 J)) . 
1 7L/vn b 

Pour la même raison que précédemment, on a C2 = 0 , donc G admet bien un prolon
gement G' sur S' . En d'autres termes, le problème de prolongement de G est 
local sur S pour la topologie de Zariski. 

4) Soient T' =Spec A' 0 7L [1/p] , T = Spec A 0 7L [1/p] . Le BTT Ĝ  induit par 
G sur T est étale (2.2.2 a ) ) , donc admet un prolongement (d'ailleurs unique) 
Ĝj sur T' . La question de l'existence de G' est donc locale au voisinage des 
points fermés de S de corps résiduel fini de caractéristique p . On peut donc 
supposer S' local noethérien, de corps résiduel parfait de caractéristique p . 

5) Un argument analogue à celui de 3) montre que la question de l'existence 
d'un prolongement G' de G sur S' est locale sur S' pour la topologie fpqc. 
Cela nous permet de supposer de plus que S' est complet. Soit m l ' idéal maxi
mal de A' . Supposons d'abord S' artinien, de sorte qu ' i l existe r te l que 
m r + 1 =0 . Décomposant A '—> A = A/J en A'—> A'/m rJ —* . . . — > A'/mJ—> A , 
on se ramène au cas où mJ=0 . Grâce à e) (prouvé en 4.5.2), i l existe un BT H 
sur S te l que G = H(n) .On conclut alors par 4.5.1 ( i ) . Dans le cas général, 
on a S' = lim S^ , S = lim S r , où S^ = Spec A'/m r + 1 , S r = Spec A/mr+1A . Soit 
GT. = GxçST, . Supposons construit un prolongement G' de Ĝ  sur S' . Le carré r o r r r r 
commutatif 

S ?r +1 

br+1 
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donne une immersion (de carré nul) T r +^ = ' •S^.+1 . Le groupe 

Gr"G Gr+1 sur Tr+1 est ^ B T n Prolongeant G

r + - | et G

r • D'après le cas 

artinien déjà t r a i t é , i l se prolonge en un BTn G^+1 sur S^ + 1 . Par récurrence, 

on obtient donc un système inductif de prolongements de Gr sur S| . D'après 

[22, II 4.15] , ce système inductif définit un prolongement G' de G sur S' , 

ce qui achève la démonstration de a) . 

4.5.4.- Preuve de b) : les réductions 1) et 2) de 4.5.3 permettent de supposer que 
S' =Spec A', S = Spec A , avec A' de type fini sur ZZ , et J = Ker(A' —> A) 
de carré nul. Posons H = G(n') . Soit G' un prolongement de G sur S' (un te l 
prolongement existe d'après a) ) . Alors H' : = G'(n') prolonge H , e t , d'après 
3.2. b) , i l s 'agit de montrer que l'application 

a : Ext1 (G,Le J ) —>Ext1 . (H,Le J) , [GM]-[G' ] I—> [G"(n) ]-[G' (n) ] 
Z /p n b Z /p n n 

où G" désigne un prolongement de G sur S') est surjective (l'application (*) 

envisagée en 4.5.1 est un cas particulier de a) . Comme en (loc. c i t . ) , on a 

[G"] - [G'] = o(IdG,G',G"), [H"] - [H'] = o(IdH,H',H") . 

D'après 3.3.b), on a un carré commutatif de D(S,2Z/pn) 

G 
o(IdG,G',GM) V L А г ® J [1] 

H 
odd^H'.H") v L 

' % ® J [1] 

où les flèches verticales sont données par p : G—> H = G(n') . Par adjonc
tion, ce carré donne un carré commutatif 

n » L 
2Z/pn ® G 

Z /p n 

2Z/p n 'e n

( * G ® J ) [ 1 ] 

|Z/p 

H % 0 J [1] 

où la flèche verticale de gauche est un isomorphisme. I l s'ensuit que la flèche 

a ci-dessus s'insère dans un triangle commutatif 
Ext1

 n (G,L 0 J) 
Z/n 1 1 b 

Ext' n (G,^ 0 J) 

a 

Ext1 , (H,L 0 J) 
7L/V ñ 
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où la flèche horizontale est donnée par fonctorialité de l , et la flèche ver
t icale est 1 1 isomorphisme d'adjonction. On a déjà observé (en 4.5.3.3)) que les 
faisceaux Ext1 associés sont quasi-cohérents. Comme les flèches du triangle 
ci-dessus sur les Ext1 sont Qg-linéaires, on voit que la surjectivité de a 
est locale pour la topologie fpqc. Les réductions 3), 4) et 5) de 4.5.3 nous ra
mènent alors à la situation de 4.5.1, où la flèche a est même bijective 
d'après ( i i ) . 

4.5.5.- Preuve de f ) . Conséquence immédiate de b) . 

4.5.6.- Preuve de c) . Résulte aussitôt de 3.2. b) et 4 .1 . 

4.5.7.- Preuve de d). La première assertion résulte de la description de la flè
che a donnée en 4.5.4 : dans la situation de d) , la flèche (4.4.1) n 'est autre 
que 1'isomorphisme donné par 2.2.1 c) : 

t „ ~1 ® v : t J v 0 <J Cai ^ t 8 v „ 0 J , 
( p n-n 3 p n-n ' G* Go Hg HQ 

où H = G(n') et ( p n ~ n V : H* —>G* est l 'inclusion duale de p n ' n ' : GQ— H0 
(on pourrait aussi appliquer 4.3 b)) . Pour la seconde assertion, i l suffit de 
noter que, d'après c ) , la flèche (4.4.2) s ' identif ie, avec les notations ci-dessus 
à la flèche 

t „ „t* " 1 0 t „ . : t 0 t r 0 j *»t 0 t 0 J , 
( p n " n ) p n " n Go Go "S "o 

qui, pour n ^ n ' , n-n' £N , est nulle d'après 2.2.1 c ) . Ceci achève la 
démonstration de 4.4. 

Remarques 4.6.- a) Dans la situation de 4.5.1, identifions "^(n) ^ ^tiO' = ^ ^ o ^ 

au moyen de 1 'isomorphisme ^ ( 1 ) ~ * *H (n) donné P a r l 'inclusion 

HQ(1) ^ -^H o (n ) (2.2.1 c ) ) . Les groupes Ext^ (HQ(n) , t H ^ 0 J) , identifiés 

ainsi à ExtîL (H ( n ) , ^ 0 J) , forment, suivant les inclusions H ( n ) c — ( n + 1 ) , 
LL O ri O O 

0 2 
un système projectif "j.im" Ext^ (H Q(n),t H 0 J) . Un point clé de la démonstra-

o 
tion de 4.5.1 (donc de 4.5) est que les flèches de transition de ce système pro-
ject if sont nulles : s i o n € E x t z (H Q(n),t H 0 J) est l'obstruction à prolonger 

o 
H(n), les o n définissent un élément 
(*) ( o n ) n ^ € lim Ext^ (HQ(n) ,t^ 0 J) , 

o 
d'où la nulli té des o n . En fa i t , i l suffit , pour conclure, de connaître la 
nulli té du second membre de (*), i . e . de savoir que 
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(4.6.1) ïâLBctz = ° ' 

Ce résultat , un peu plus simple, est établi dans [3] : d'après [3,2.4.6.1], on a 

(4.6.2) E x t | (HQ,<Ga) - ^ l i m Ext^ (HQ(n),€a) 

et le premier membre de (4.6.2) est nul d'après [3, 3.3.2] . 

Pour p ^ 2 , on a déj à 

(4.6.3) Ext^ (HQ(n),(Ga) = 0 

pour tout n , comme cas particulier du théorème d'annulation de Breen [5] . 
2 

Par contre, pour p = 2 , i l peut arriver qu'on a i t Ext^ (HQ(n),(Ea) t 0 . 
Supposons par exemple que HQ soit le groupe p-divisible d'une courbe elliptique 
supersingulière sur un corps algébriquement clos de caractéristique p . On a une 
suite exacte 0 a p 

H0(1) tipti 
a p 

•0 . 

Dans la suite exacte des Exti (-,(E ) correspondante, on a 

Extl (НИ) ,G ) Ext_ ( . . G l k 

(comme le montre par exemple 2.2.4.3), d'où une inclusion 

E x 4 (« ,G a ) E x 4 0L(1),ŒJ • 

2 
Mais, pour p = 2 , on a Ext^ Cot^,^) ¿0 (en fa i t , k) d'après Breen [4] (dans 
(loc. c i t . ) , Breen montre que les classes des cocycles (1, 1+uxy) pour u€k dé-
finissent un isomorphisme de k sur Ext (ctp,(Em) , mais les mêmes arguments mon
trent que les classes des cocycles (0,uxy) définissent un isomorphisme de k sur 

2 
Ext (otpj^) y de plus, dans le cas de (E& , l'hypothèse que k soit séparable-
ment clos (donc i c i , algébriquement clos) est inut i le) . 
b) I l semble que Raynaud sache démontrer (du moins pour G connexe) 4.4 a) et b ) , 
et se débarrasser de l'hypothèse de perfection sur le corps résiduel dans e ) , en 
u t i l i sant , à la place de la théorie d'obstructions de [14] , la théorie des mo
dules de Cartier des groupes de Lie formels ([6], [19]). 

COROLLAIRE 4.7.- Solwt i , J , K, N comme en 4.4 c ) , at H un BT 6uA S . KJLjûKâ : 

(i) Voua tout n>N , V apptioxatÂJon 

(4.7.1) Def(H,i) Def(H(n),i) 

cub&ooMLvvt à la clcu>6e. d'tbomoipklz d'un pAolongzrmnt H' de H en un BT &uk S' 
la cioAùfi du psioJLongam&nt H'(n) do, H(n), a&t btjdativa. 
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(i i) le groupe, des cuitomorphtbmes d'un prolongement H' de H sur S 1 [induisant 
V Identité sur H est réduit à 0) . 

D'après 1.6, prolonger H en un ВТ Hf sur S 1 équivaut à prolonger le 

système projectif des H(n) en un système projectif (H^j^ H2*"~ — 

où Hn est un BTn et p n induit un isomorphisme Z/p11® n+1 H'n+1 "^^^n * 
2Z/p 

En fa i t , comme on l ' a observé au début de 4.5, le critère de platitude par fibres 
montre que s i Hn est un schéma en Z/p n-modules, plat sur S' , prolongeant 
H(n), est un BTn ; le même critère montre de plus que la condition sur p n 

est alors automatiquement vérifiée. Notons S. le topos des systèmes projectifs 
(E^<— E 2<— —E n <— . . . ) de faisceaux sur le grand si te zariskien 
(ou fppf, ou fpqc) de S , et Z/p* l'anneau de S. défini par le système 
projectif ( Z / р Ч : — Z / p 2 < — — Z/pn«=— . . . ) . Considérant le système projec
t i f H(.) des H(n) comme un schéma en Z/p' -modules au-dessus de S., les 
constructions de [14,VII] fournissent un complexe de Lie £щ ^ dans 
D(S. , Z / p ' 0 ^ Og), e t , comme H admet un prolongement sur S' d'après 4.4 a) et 
f ) , une variante de 3.2 b) (laissée au lecteur) montre que l'ensemble des classes 
d'isomorphie de prolongements de H sur S' est un espace affine sous le groupe 

1 v h 
Ext e (H 0 ( . ) ,% r.) 0 J) , et que le groupe des automorphismes d'un prolongement 

Z/p" ° о l 
H' est Ext 0 (H (.),jL, (.) 0 J) . I l est aisé d'expliciter ces groupes. En ef-

Z/p' 0 Ho 
fet, s i E. est un objet de ^D"(S.,Z/p* ) dont les flèches de transition indui
sent des isomorphismes Z /p n 0 n + 1 E ^ - ^ E ^ et F. un objet de D+(S.,Z/p*) , 

Z/p 
pour i donné, les Ext 1 (E^.F) forment de façon naturelle un système projec-

Z/p 
t i f (de groupes abéliens), et i l est facile de voir qu'on a une suite exacte 
canonique 
(*) 0—*R1lijn Ext 1" 1

 n ( E . F ) —•Ext 1 CE.,F.) —»jLim Ext 1

 n ( E . F J — * 0 . 
^ ~ Z /p n n n Z/p' *— Z / p n n n 

v L 
Appliquant cela sur SQ à E . = H Q ( . ) , F . = £ ^ ^ 0 J , o n obtient un isomorphisme 

(1) E x t ° / p . ( H 0 ( . ) , ^ ( > ) 8 J) Ext° (H o00,*h ( n ) в J) , 
О zb/p о 

et une suite exacte 

(2) 0 - * R 1 l i m Ext 0 (H(n}L r . 0 J) >Ext1 . (H ( . ) , L n 9 J) 
— Z/p n 0 ^ V n J 2Z/p 0 Ч > Ы 

> lim Ext1 (H (n) , L , л 0 J) ^ 0 . 
^ ~ Z /p n 0 4 ) C n } 

Or, pour n>N , on a, d'après 4 .1 , 
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(3) Ext° (H.00 , L f n l 0 J ) ^ » t e t , f n 1 e j , 
Z / p n 0 V " 3 H (n)* V 1 0 

et 

(4) tely^W400 * J ) ^ \ i n y 8 4 ( n ) 8 J 

Pour n>n ' >N et n-n' > N , la flèche de transition de n à n 1 du second membre 
de (3) est nulle (2.2.1 c ) , ou 4.4 c) et d)) . Donc le premier membre de (1) est 
nul, ce qui prouve ( i i ) . De plus, le terme de gauche de (2) est nul, et comme, 
pour n>n ' >N , la flèche de transition de n à n 1 du second membre de (4) 
est un isomorphisme, on en conclut que, pour n>N , la flèche naturelle 

(5) Ext1 ( H ( . ) , L f . 0 J) *Ext1 (H (n ) ,L f . 0 J) 
Z/p' 0 V , J Z /p n 0 V n j 

est un isomorphisme. Mais, s i l 'on fixe un point-base dans Def(H,i), (5) n 'est 
autre que (4.7.1), ce qui achève la démonstration. 

1 v L 
Remarque 4.7.2.- Comme le système projectif des Ext (H (n) 9Lr M 0 J) est 

1 ZZ/pn 0 V n j 

essentiellement constant, son R lim est nul, de sorte que (*), pour i = 2 , 
donne 

Ext 2 ffln(.),L r > 0 J) -«•lim Ext2

 Л ( H ( n ) , L r . 0 J) 
Z/p- 0 V ' J Z /p n 0 V n J 

• ^ l i m Ext2

 n (H (n),t„ f , 0 J) (4.1.3) 
* z / p n 0 * V n j 

car le système projectif des ^ est essentiellement nul (2.2.1 c ) ) . Par la 

variante de 3.2. b) mentionnée plus haut, on retrouve que l'obstruction à prolon
ger H est nulle. 

COROLLAIRE 4.8.- Soient к un сокрь paKfaait de. caKactéKUtique p , W=W(k) 
Vanneau deJb vecteuJU de. Witt ьик к , n un entieK > 1 , HQ un ВТ ьик к 
de. kauteuK h et dimension d (2.2.2 b ) ) , H* Ze BT duaZ (qui eht donc de. kauteuK 
h et dunenbion d*, avec h = d + d*). hiotoné A_ Za catégorie. deb W-aZgèbKeb ZacaZeh 
antinienneb de. сокрд KéhijdueZ к . 

(i) le. faoncteuK deb défaonmationb de HQ лик A ebt рко-KepKébentabZe рак un 
W-bckema faoKmeZ ZÂAhe S , de dbnen&ijon KeZaLLve dd* 
( i .e S SpfCWItCty)^^ . ] ] ) • 

1 <j <d 

(ii) SoiX H Za defaoKmatijon univeueZle de HQ дик S . AJLokô, Ze coupZe 
(S,H(n)) ebt une défaoKmation veJueZZe de HQ(n) ьик A_ [au лепл de 
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Scklesslnger [27] ) . 

( i i i ) Posons tu, =tu r-N , t = t„ . L'application "de Kodaira-Spencer" 
H o H o U j H* H o C 1 J 

(4.8.1) Tc(k) * t 8 t H 

8 % ^ 
2 

associant à un point £ : Spec(k[e]/e ) tel quo. f(0) soit Vinclusion 
2 

canonique Spec(k)^—*S la dl^erence [£*H] - [HQ

 xSpec(k) sPec№[ G ]/ £ )1 
2 

(resp. [£*H(n)] - [HQ(ii)
 x s p e c ( k ) sPec ^[e]/e )] , considérée comme élément 

de t H * 0 t H via 4.4 c) vma (4.7.1), est bijectlve. 
o o 

Cela résulte immédiatement de 4.4 et 4.7 (rappelons que ( i i ) signifie que (a) 
pour tout A€A et toute déformation de HQ(n) sur A , i l existe un W-morphis-
me g : Spec (A) —»S te l que g*H(n) — G ,̂ i .e une déformation Hf de HQ sur A 
te l le que H f(n) —— Ĝ  , (b) la classe de Hf est unique quand A = k[e] /e 2 , 
(c) pour toute flèche surjective A — A 1 de A et toute déformation Ĝ  de 
HQ(n) sur A , toute application g 1 : Spec(A') — représentant G^|Spec(A') 
se prolonge en une application g : Spec (A) —> S représentant G )̂ . 

Remarque 4.8.2.- Compte tenu de 4.8 ( i i i ) , i l est naturel, dans ( i ) , de choisir 
les ''paramètres" de manière que, s i m est l ' idéal maximal de S , on a i t , 
via (4.8.1), 

t j . mod m = a^® b. , 

où (a.) (resp.(b.)) est une base de t (resp. t u ) . 
1 J H* "n 

COROLLAIRE 4.9.- Soient n an cnttoji £ 1 , R an anneau local noctke.sU.cn com
plot, de coup* KQ.kXAui.cl k paK^ait de caAacteHAAttque p , G an BTn de 
dimcnòton d (2.2.2 b)) òvJt S = Spec(R) . 

(i) On a, dank D(S,Og) , 

(4.9.1) *G 4 
pn 

4 > • 
En paAtÂjcuLLoJi, ¿1 R còt òanò v-tosuton, on a 

lG wG (Q s /p
n Q s )

d 

*G v g[-1] ' « V P о с Г [-1] . 

( i i ) Notori* 4 G / S

c 0 g VidioJL dlhh&umtQ. abioZaz de. G (cf. [25, Appendice, 
Définition 8]). On a : 
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(4.9.2) d G / S = P n d % • 

D'après [22, II 4.8, 4.15] , il existe une suite exacte de BT n 

0 *G° > G > G e t ^ 0 , 

avec G 0 connexe (i.e de fibre spéciale radicielle) et G e t étale. Le triangle 

distingué des complexes de co-Lie donne £ç £^0 , ce qui ramène à supposer 

G connexe. Soit H un BT sur S tel que G=H(n), (4.4 e)). On a alors une 

suite exacte 
_ n _ 

(1) 0 >G — > H *0 , 

où H est le groupe de Lie formel associé à H [22, II 4.4, 4.14] . On a 

% = "fi et ovr est un Og-module libre de rang d . Le triangle distingué des 

complexes de co-Lie de (1) fournit (4.9.1) (cf. (2.1.3)). 

Pour la preuve de (ii), nous aurons besoin de quelques rappels sur la diffé

rente (cf. [26, 1.3]). 

Soit f : X — ^ Y un morphisme fini et plat, d1 intersection complète, avec 

Y noéthérien. D'après la théorie de dualité de Grothendieck [13] , ^fy'-^'—Y 

est alors un Ox-module inversible. On a de plus une "classe fondamentale" 

(4.9.3) °X/Y : % ' "X/Y ' 
définie de l'une des façons équivalentes suivantes : 

(a) Supposons que l'on dispose d'une Y-immers ion fermée i de X dans un 

Y-schéma lisse Z , de dimension relative N , et soit J l'idéal de i . 

Alors on a [13, chap. III] un isomorphisme canonique 

"VY A (J/J ) 8 tì7 / Y , 

et c^Y est définie par 

CX/Y " 
(ANd ) 8 A N(J/J 2) 8- 1 

ou 
dZ/Y = J / J 2 - ^ 4 / Y 0 f i X 

est la différentielle. 

b) Soit Tr^Y : f̂ O^ >0y l 1 homomorphisme trace, i .e T r x / y ^ = trace de la 

multiplication par b dans f̂ O^ . Alors c ^ Y est le morphisme correspondant 

à Tr^y par la formule de dualité Hom(f^0x,0Y) = Hom(Ox,f'0^) . 

Une démonstration, due à Tate, de l'équivalence des définitions (a) et (b) 

est donnée dans [21, Appendix]. La d-c^&tente de X/Y est l ' idéal 
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(4.9.4) DX/Y Im с ш : " OX 

C'est un idéal localement principal, mais pas en général, inversible. La descrip
tion (a) montre que, s i X = V(£ | , . . . ,fN) cYI^ , . . . ,TN] , où ( f ^ , . . . , ^ ) est 
une suite régulière (fibre à fibre), on a ^ /у"" 2 *"^ et 

(4.9.5) D x / y = d e t O f ^ T . ) ^ . 

Cette formule serait encore valable s i Y[T^,...,T^] é ta i t remplacé par 
Y [ [ T r . . . , T N ] ] . 

Si maintenant X est un schéma en groupes commutatifs, fini et plat sur Y , 
l ' idéal Dx/y EST MUN* d'une action naturelle de X , de sorte que, s i 
f : X—*Y est la projection et e : Y—> X la section unité, on a 

(4.9.6) D ^ ^ f d ^ , ^ : = е * Ъ ш , 

où l ' idéal d^y de 0^ est la dl^eAcnte absolue, de X dans la terminologie de 
[25, Appendice, Définition 8] . Pour X défini par des équations (f^, . . . , f^) 
comme ci-dessus, ii^/Y e s t 1*idéal engendré par la valeur en e de 
d e t O f ^ T p . 

LEMME 4.9.7.- (cf. [21,6.3 + 8 . 3 ] ) . Soit 

0 >X * g 0 - ^ - * g 1 > 0 

une bulte exacte., où g 0 et g 1 &ont da> ьскетаь en дкоирел commutatlfa VUbhch 
(кедр. ionmeJU LU-à ел ) &ил Y . AloAb on a 

(4.9.7.1) d ^ = det((dh) e ).O y , 

où (dh) = to. : о) 1 ^o) , et det désigne un déteAminant (bien défini à 
e N G G° 

une unite рАсь ). 
Cela résulte facilement de (4.9.5). 

Prouvons maintenant 4.9 ( i i ) . On peut supposer g connexe. I l suffit alors 
d'appliquer 4.9.7 à la suite exacte (1) de la démonstration de ( i ) . 

COROLLAIRE 4.10 (Raynaud).- Solent R un anneau de valuation dlbcAète complet, 
de coApJb AéAlduel к algébriquement cIOA de caAactésil&tlque p , de coup* des 
^Aoctlotu К de caAactéAlbtlque nulle, n un entlcA ^ 1 , et G on BT 
(келр. BTn) 6uA Spec(R), de hauteuA h et de dimension d (2.2.2 b)) . 
?олопь GK = G x spec(R)Spec^ • №oA6 on a 

a \ t p ( g k } - M - V d ) (avec w = ^ ^ 
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(resp. Ah G„ (Z/p n)(d)) , 
Z /p n * 

où, au second membre, (d) désigne un twibt à la Tate. 

Le cas où G est un BT est t ra i té dans [25,4.2.1] . Le cas d'un BT 
n 

s'en déduit grâce à 4.4 e ) . 

Remarques 4.10.1. a) Pour n = 1 ,4 .10 concorde avec le résultat de Raynaud 
[25,4.1.1] , compte tenu de 4.9 ( i i ) . 

b) On peut reformuler 4.10 en disant que le déterminant de Tp(G )̂ (resp. G )̂ 
a la même valeur que s i Ĝ  = GXgpgç.^Spec(k) étai t ordinaire, i .e G0, de type 
multiplicatif. La démonstration de Raynaud consiste à se ramener à ce cas par 
déformation. Le lemme clé [25, 4.2.3] est qu ' i l existe une déformation de G sur 
R[[t]] qui est ordinaire au point générique de la fibre spéciale. Raynaud démon
tre ce lemme au moyen de la théorie des modules de Cartier des groupes de Lie 
formels. On peut aussi le prouver par un calcul infinitésimal ut i l isant 4.8 ( i i i ) 
et le cr is ta l de Dieudonné de G au sens de Grothendieck-Berthelot-Breen-Mazur-
Messing [ I I ] , [22], [20], [3] , cf. Appendice 2. 

4.11.- Complément. Soient n^1 , i : S — > S' une ni l immers ion avec S' affine, 
F' un S'-schéma en groupe fini commutatif, localement l ibre, annulé par p n , 
F = F'XgfS , u : F—*G un homomorphisme qui est une immersion fermée, avec G 
un BTn sur S . I l existe alors un BTn G' sur S' prolongeant G et un homomor
phisme u' : F' »G' prolongeant u (automatiquement une immersion fermée). 

Cet énoncé généralise 4.4 a) (4.4 a) correspond à F' =0). La démonstration 
est analogue, nous allons l'indiquer rapidement. 

Notons tout d'abord que l'énoncé ci-dessus équivaut à celui-ci , qui en est 
dual : 

4.11* : Soient n , i , G comme en 4.11, H' un S'-schéma en groupe fini commu
tat i f , localement l ibre , annulé par p n , H = H'x s,S , v : G — » H un épimorphis-
me. I l existe alors un BTn G' sur S' prolongeant G et un épimorphisme 
v' : G' — • H' prolongeant v . 

Techniquement, i l nous sera plus commode de t ra i te r le problème de 4.11*. 

Les réductions de 4.5.3 1) et 2) ramènent à supposer que S' =Spec(A') , avec 

A' une 2Z-algèbre de type fini et l'immersion i définie par un idéal J de 

carré nul. 

Soit F = ker v ; c 'est un S-schéma en groupe f ini , localement l ibre , annulé par 

p n . D'après [14,VII 4.2.5] , l 'obstruction à l'existence du prolongement cherché 

(G',v') est un élément 

184 



DÉFORMATIONS DE GROUPES DE BARSOTTI-TATE 

2 v L 
o(i,G f ,v) € Ext n (G,JU 0 J) 

Z /p n b 

(en fa i t , comme d'après 4.4 a) G admet un prolongement G' sur S' , cette 
obstruction appartient même au sous-groupe 

Coker Ext1

 n (G,L 0 J) -^->Ext 1

 n (G,L 0 J) , 
Z /p n b Z /p n n 

v 
l'application <f> , induite par £ y , s ' interprétant, une fois choisi un prolon
gement G , comme associant à la classe d'un prolongement G' l'obstruction à 
prolonger v en v' : G'—»H') ; de plus, s i o(i,G',v) = 0 , l'ensemble des clas-

i v L 
ses de solutions du problème est un espace affine sous Ext (G,L ® J) , et 

Z /P n F v L 
l'ensemble des automorphismes d'une solution s ' identifie à Ext0 (G,£F 0 J) . 

7L/V 
Par suite, les arguments de 4.5.3 3), 4), 5) ramènent à supposer A' artinien, 
de corps résiduel k parfait de caractéristique p, d'idéal maximal m , et 
l ' idéal J de S dans S' annulé par m . D'après 4.4 e ) , i l existe alors un 
BT C sur S te l que G = C(n). Notons C(.) le système project if des C(m) , 
m^n , avec p : C(m+1) —>C(m) comme flèche de transition, v. : C(.) —> H le 
système projectif des v .p m n : C(m) —>H , B. = (Bm)m> n le système projectif 
noyau de v. . Pour prouver l'existence d'un prolongement (G' ,v ' ) , i l suffit 
de résoudre le problème (a priori plus difficile) suivant : 
(P) Trouver un BT C' sur S' prolongeant C et un prolongement 
(v ' ) . : C ' ( . ) — ^ H ' du système projectif v. . 

Notons par l ' indice zéro la réduction sur SQ = Spec(k) (k le corps résiduel 
de A', de sorte qu'on a SQ

C—* S*—^->S f). D'après une variante de 
[14,VII 4.2.5] (cf. preuve de 4.7), l'obstruction au problème (P) est un élément 
o(P) de 
(4.11.1) E = Ext2 (C f . ) , L R . 0 J) 

ZZ/p- 0 L J 3 , J o 
(et même du sous-groupe 

Coker Ext1 (C ( . ) , L r . 0 J) —^Ext1 ( C f . ) , ! , 0 J) , 
Z/p- 0 C o C # ) 2Z/p- 0 ^ o 

mais cela ne nous servira pas). Nous allons montrer que E =0 . 
On procède pour cela comme en 4.7.2. Le point est que le système projectif B. 

est "aussi bon" que le système projectif des tronqués d'un BT. Soient C* le BT 
dual de Cartier de C , et 

0 »H* > C*(.) > B* * 0 

la suite exacte de systèmes inductifs duale de Cartier de la suite exacte 

0 »B. •CC) >U *0 . 
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On sait [3,3.3.12] que B* : = lim B* est un BT . L'argument de ( loc.ci t . ) 
montre aussi que l'on a B*(r) c B * + r pour tout r > 1 , de sorte que le système 
induct if des B* contient "en sandwich" celui des B (an) : an 

B ; e B * ( n ) c B ; n c . . . C B ^ c B * ( a n ) e B ; a + 1 ) n . . . . 

Dualement, s i B est le dual de Cartier de B* , le système projectif des B(an) 
(avec p n : B((a+1)n) > B(an) comme flèche de transition) s'insère en sandwich 
dans celui des B_ : an 

(4.H.2) B n * - B ( n ) ^ B 2 n ^ - — B a n . — B ( a n ) — B ( a + m < — . . . . 
Cela posé, la suite exacte (*) de la démonstration de 4.7 donne une suite exacte 

0—>R1lim Ext1

 m (C ( m ) , ^ . 0 J)—*E—> lim Ext2

 m (C (m) ,L c . 0 J)—»0 
*— Z/p m 0 C V o 2 / p m ° l V o 

Vu le triangle distingué 

t (B ) **(B ) * V ( B ) [ " 1 ] * ^ nro v nro ^ nro 
et (2.2.4.1), on a une suite exacte (de k-vectoriels) 

0 —+Ext1

 m (C (m) , L R . 0 J) • Hom(Cn(m) , v r R . 0 J) 
2Z/pm 0 C V o 0 C V o 

(= t . 0 v 0 J) . 
C o ™ C V o 

Donc les Ext1 sont de dimension finie sur k , donc le système projectif des 
Ext1 (qui est k-linéaire) vérifie (ML), donc son R1lim est nul, et par suite 
on a 

E ^ lim Ext2

 m (C (m) , L D . 0 J) . 
Z/p m ° C V o 

D'autre part , par le triangle ci-dessus et (2.2.4.1) on a une suite exacte de 
systèmes projectif s 

E x t 2 m ^ r * i 0 J) —*Ext2 (Cfm) , L . 0 J ) - ^ O . 
Z/p m 0 l V o Z/p m 0 l V o 

Comme la flèche de t g ( ( a + i ) n ) dans t g induite par p n est nulle 

(2.2.1 c) ( i i ) ) , (4.11.2) montre que le système projectif des t f B ^ (m>n) 

est essentiellement nul. I l en est donc de même du système des 
2 * 

Ext (C (m),£ r n . 0 J) , et par suite E=0 . Le problème (P) a donc une solu-
Z/p m 0 l V o 

tion, ce qui achève la démonstration des énoncés 4.11 et 4.11*. 
Dans le cas où l ' idéal J de i est de carré nul, on peut, grâce à 

[14,VII 4.2.5, VII 4.2.7] , décrire par des Ext convenables l'ensemble des solu-
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tions du problème 4.11 (resp. 4.11*) et l'ensemble des automorphismes d'une 
solution. Nous en laissons le soin au lecteur. 
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APPENDICE 1 

Le Théorème de Serre-Tate, d1après Grothendieck 

Rappelons le résultat classique suivant de Grothendieck С ^ 1962) : 

THEOREME A 1.1Soient S f un hchéma afafaine, i : S—* S f une niUmmeKhion 
d'Idéal J , A un schéma abélien лил S . 

(i) I l exÂJbte un hchéma abétien A1 бил S1 prolongeant A . 

( i i) Suppohonh qu'on a i t un idéal KdJ defainihhant SQc S1 tel que JK = 0 . 
Uotonh A* le schéma abétien dual de A , et déhignonh рак Vindice о leh 
hchémah déduith рак le changement de bah e SQ—>S . А1окь V ensemble deh clahheh 
d'ibomoKphie de défaoKmationh de A huK S f eht un ehpace afafaine houh 
t 0 t . 8 J y et l e дкоире deh automoKphibmeh d'un pKolongement A1 de A 

A o о 
[induisant l ' ident i té huK A ) eht Kéduit à zéKo. 

L'argument de Grothendieck est esquissé dans [24, p.231-238] , avec, 
semble-t-il, une légère inexactitude p. 238, 1.18. On peut aussi procéder comme 
sui t . Tout d'abord, des arguments standard ramènent à prouver (i) dans la situa
tion de ( i i ) . L'existence d'un prolongement et les assertions de (i i) découlent 
alors de 3.2 et du lemme suivant : 

LENME A.1.2.- Soient S un hckéma afafaine, A un hchéma abétien huK S , 
M un Og-module quahi-cohéKent. Alo Kb on a 

Ext^ (A,M) = 0 . 

Voir [3, 2.5.6 et p. 107, 1.11] . On peut aussi se ramener à supposer qu ' i l 
existe un entier n £ 1 te l que pn0g = 0 et que M = Qg . I l suffit alors 
d'écrire la suite exacte des Ext associée à la suite exacte 
0 *A(n) » A P1 1 > A »0 , et de noter que la flèche 

( t A . — ) & 4 (A,QS) — - E r t i CAGO ,QS) C ~ v A C n ) « ) 

est un isomorphisme (examiner les rangs). 

COROLLAIRE A 1.3 (Serre-Tate).- Soient i : S—*S' une niZùmeKbion, A un 
hchéma abétien huK S , G = lim A(n) l e BT ahhocié. On huppohe que p eht 
localement nilpotent huK S . Hotonh Def(A,i) (resp. Def(G,i)) l e champ deh 
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déionmatlons do, A (resp. G) m un schéma, abéllen (resp. BT) sun. S' . Mon* 
le joncteur "BT associé" 

Def(A,i) —>Def(G,i) 

est une, équivalence. 

On se ramène au cas où S' est affine, p nilpotent sur S , et l ' idéal de i 
de carré nul. La conclusion découle alors de 4.4 c ) , 4.7 et A 1.1. 

L'argument ci-dessus est dû à Grothendieck. La démonstration originale de 
Serre-Tate est , à notre connaissance, non publiée. Pour d'autres démonstrations 
voir [22, V 2.3] , et [17,1] , qui présente une preuve due à Drinfeld. 
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APPENDICE 2 

Inversibilité générique de Hasse-Witt, d'après Koblitz 

Koblitz a étudié dans [18] la variation infinitésimale de la matrice de 
Hasse-Witt d'une variété abélienne principalement polarisée. I l est aisé de 
transcrire ses calculs dans le cadre des F-cristaux, ce qui permet de les appli
quer au cr is ta l de Dieudonné d'un BT. 

A 2 .1 . - Soient k un corps parfait de caractéristique p, A = k[ [ t p . . . , t n ] ] , m 
l ' idéal maximal de A , A- =A/m i + 1 , M un A-module libre de rang h, muni d'une 

1 1 1 1 connexion integrable V : M —• fi^ ® M (où iï^ = = = 0 A d t p et 

d'un endomorphisme a-linéaire F , horizontal pour V , a désignant l'endo-
morphisme de Frobenius de A ; autrement d i t , (M, V, F) est un F-cristal sur 
A/k , libre de rang h . On fait l'hypothèse que N = Im F :M—> a*M est l ibre , 
de sorte que L= Ker F l ' e s t aussi. On note r (resp. s) le rang de L 
(resp. N). On pose M̂  = M®̂ Â  , et d'une manière générale, on désigne par l ' ind i 
ce i les objets déduits par extension des scalaires de A à Â  . 

Ces données déterminent deux invariants principaux : d'une part , VzndomoKphÁj>-
m<¿ de Haó-óe-W¿tt 

(A 2.1.1) HW : N >N , 

qui est 1'endomorphisme a-linéaire déduit de F par passage au quotient, d'autre 

part VappJUxicubLon de Kodoûxa-SpenczA 

(A 2.1.2) Kod : L —> ® N , 

qui est l 'application A-linéaire déduite de V par passage au quotient. 
Le problème auquel on s'intéresse est le suivant : calculer HŴ  : N̂  —> N̂  , 

connaissant HWQ : NQ—>NQ et Kod̂ : LQ—»ft^8N0(=m/m2 ®k NQ) . En fa i t , ces don
nées ne suffisent pas tout à fa i t , mais on donnera une formule pour HW.j en 
termes de Kod et Vn . 

o o 
Nous allons pour cela transcrire dans le cadre précédent le calcul de Koblitz 

[18, p. 183-185] . Soit 
(A 2.1.3) P : M1 —> M1 (resp. P : A1 —> A.,) 

l 'application définie par 
Px = x - Zt i V(3 t )x (resp. Px=x - x) . 
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On déduit de [18, p. 173-175] (ou l'on vérifie directement) que P possède les 
propriétés suivantes : 

(A.2.1.4) P 2 = P , 
P(fx) = P(f)P(x) (Vf€A1 , VxéM.,) 
P(m M.j) = 0 
P(F l X) = F.,x (VxeM^ . 

Notons d'autre part que V : M > 0 (dt^ 0 M) est donné par 

Vx = Zdt^ 0 V(9 t )x , de sorte que 

Kod : L —*iïl Q N (=m/m2 & N = m M/(mL + i A ) ) 
O O J\ O — — Jv o 

est donné par 

(A 2.1.5) KodQ(x) = classe de ZtjVOj. ^x dans m M / f i L + m ^ 

pour x = classe de xeL^ dans LQ . 

Choisissons des éléments 

(A 2.1.6) (e i ) (1^i<r) (resp. (f^) (1<j<s)) 

de (resp. tels que (e^) soit une base de , les images de f̂  dans 
N̂  forment une base de N̂  , et Pf̂  = f̂  pour tout j (on prend d'abord 
(e^), (fj) vérifiant les deux premières conditions, puis on remplace 
f. par Pf! = f • : comme P est l ' ident i té mod m , les deux premières conditions 
3 3 3 — 2 

sont encore sat isfai tes , et la troisième l ' e s t aussi car P =P) . On a donc une 
décomposition 

M1 = L1 0 N1 , 

où N.j est identifié à 0 f̂  , et F̂  : —• est donné par une matrice 

(A 2.1.7) j B l j 

\ 0 R,/ 

dans la base ( ( e ^ , (fj)) , avec de type (r,s) et H1 carrée d'ordre s . 
La matrice représente HŴ  : N̂  —> N̂  (A 2.1.1 ) , et le rang de FQ , donc de 

^ °^ , est égal à s . D'autre part, dans les bases (e?) et (f?) de LQ et 

N induites par (e.) et (f.) , l 'application Kod (A 2.1.2, 2.1.5) est 
o 1 3 2 

représentée par une matrice KQ de type (s,r) à coefficients dans m/m 

PROPOSITION A 2.1.8 (cf. [18, p . 185, 1.-2]) . Avec le* notation* ci-de*sus, on 
a l 'égal i té suivante, entre matrice* carrées d'ordre s à coefficients dans Â  : 
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H1 = H - КБ 1 о о о 
[dans cette formule, H et В sont à coefficients dans k=A c A J . 

C'est le calcul de (loc. c i t . ) . Posons = (b- , ) , E, = (h..) , К = (k..) . 
On a 

F i £ i = h b i i e i + h h » i f t • 
Comme PF-j = , et compte tenu des formules de (A 2.1.4), on en déduit (en 
notant a 0 le terme constant (dans k) d'un élément a de AJ : 

F i f i - h b i j P e i + h h ° i h ( c a r p f * =fPfPfP f P 

Fifi - h bij Pei+ h h°i h (car pf* = fP - h bij Pei+ h h°i hi h 

d'où, compte tenu de (A 2.1.5), 

h 1 £ i = - ^ i b i i ( 2 m k m i f n > + h h l j f i 

= h "Vi - h k.,bV.)f. , 

ce qui est l 'égal i té annoncée. 

COROLLAIRE A 2.1.9.- On suppose que M est "modulaire", en ce sens que l 'applica
tion de Kodalra-Spencer (A.2.1.2) induit un isomorphisme №д)У = Тд-^Нот(Е,Ю 
[ou, ce qui revient au même, que KodQ Induit un Isomorphisme ^(k)-^Hom(L o ,N Q)). 
On note (T. -) (1^i^s , 1^j^r) un système de coordonnées -бил. A tel que la 

О _Q 
dérivation 3^— corresponde par. cet isomorphisme à (e..)* 0 f̂  ((-)* désignant 
la base duale). A&m К la matrice (T..) . Роил и G T. (к) , 

2 О 1J A 
и : A—^k[e] (e = 0 ) , donné par. Zu.-3 T , la matrice u*H , à coefficients 
dan* k[e] , induite par. и , J u*H = H - elffi , о о ' 
ой U = (и..) (1<i<s, 1<j^r) . 

C'est immédiat. 

COROLLAIRE A 2.1.10.- Sous les hypothèses de (A 2.1.9), supposons que 
rg(HQ) = a < s . Soit V l e sous-espace de Тд(к) défini рал. 

V= {u : A- k[e] , Ла+1и*Н = 0} 

Шгм on a V ф Тд(к) . 

I l existe a lignes de HQ qui sont linéairement indépendantes. Quitte à 
rénuméroter la base (fj) , on peut supposer que ce sont les a premières. 
Les s-a dernières en sont donc des combinaisons linéaires, et comme le rang 
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de ( ° ] est s > a , i l existe une ligne (b° ) de B n telle que la matrice 
\ H o / 

(a+1)x s 

C = 

Ъ 1 ' m,. 

№.. 

"I,. 
soit de rang a+1 . Soit u : L Q—> NQ l 'application linéaire te l le que 
u(e°) = f° 1 et u(e?) = 0 pour i^m .La matrice U de u (dans les bases m a+1 i 
(e°) et (f°0) a donc pour seul terme non nul celui d'indice (a+1 ,m), égal à 1 

^ o La matrice UBo a pour seule ligne non nulle la (a+1)-ième, égale à b m 

La matrice des a+1 premières lignes de HQ - eUBQ est donc 

D = 

V 
$$ 

, h a + 1 , . - £ b m, . 

Si A est un mineur / 0 de C , formé avec les colonnes d'indice J i < * , , < J a + i > 
le mineur de D formé avec les mêmes colonnes est non nul, car le coefficient 
de £ est - A . Donc Aa + 1u*H^O , ce qui achève la démonstration. 

Le résultat ci-dessus est très grossier. On pourrait, comme Koblitz dans 
[18, IV §9 ] , étudier les sous-espaces de T^(k) définis par des conditions 
de rang ou de p-rang sur H . 

A 2.2.- On suppose maintenant que k est algébriquement clos, et on considère 
un k-schéma lisse de type fini S / 0 , et un F-cristal (M,v, F) sur S , loca
lement libre de rang h, te l que L = KerF soit localement libre de rang r , et 
N = M/L localement libre de rang s . On définit comme en A 2.1 l'endomorphisme 
de Hasse-Witt HW et l'application de Kodaira-Spencer Kod. On suppose que M 
est modulaire, i . e . que Kod induit un isomorphisme Tg -ai^>Hom(L,N) . 

PROPOSITION A 2,2 .1 . - Sous les hypothèses précédentes, JUL existe un ouvert non 
vide S' de S tel que, pour tout point {enmé x de S' , (HW)(x) soit 
inversible. 

Soit a le sup des rangs de (HW) (x) , pour x parcourant les points fermés 
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de S . Supposons que l'on a i t a < s . Alors A HW = 0 . Appliquant A 2.1.10 
au cr is ta l induit par M sur le complété de S en un point fermé x où 
rg(HW)(x) = a , on obtient une contradiction. 

Bien entendu, comme on l ' a signalé plus haut, on peut paraphraser Koblitz, et 
s t ra t i f ier S par le rang et le p-rang de HW . 

A 2.3.- Soient S/k comme en A 2.2, et G un BT (resp. BTT) de hauteur h sur 
S . On sai t alors associer à G un F-cristal M= g(G) sur SA , localement 
libre de rang h , t e l que L = Ker F s ' identifie canoniquement au module 
o)ç = = " l i m " ^ ^ , localement libre de rang d = dim G , et le quotient 

N = M/L au module tç* = tçQ)* = "lim" tç*( n ) , localement libre de rang 

d* = dim G* : 

(A 2.3.1) 0 >coG >M >t G * *0 , 

voir par exemple [3, 3.3.6 et 3.3.11] . I l résulte de (loc. c i t . ) et de 
[2, 1.5.1] que l'endomorphisme de Hasse-Witt correspondant 

(A 2.3.2) HW : t Q i t * t G * 

n'est autre que l'opération de puissance p-ième symbolique. On a d'autre part une 
application de Kodaira-Spencer 

(A 2.3.3) Kod : • ® t G * . 

LEMME A 2.3.4.- Soit s un point feAmé de. S . L'application 

Kod(s) : Tg(s) yHom(o)G(s) , t G *(s)) = t G ( s ) ® t G *(s) 

associe, à un morphlsmz £ de. S' = Spec k[e]/e d'origine, s la di^ércncc des 
classes de. déformations de. G(s) sur S' , [f*H]-[H(s)x sS'] (cf. 4.4 cj et 
4.7). 

D'après [3,3.3.5] , M est défini par M = Extg^(G>Qc^]c) • Ce groupe peut se 
calculer comme cohomologie cristal l ine "spatiale" d'un diagramme convenable. 
Pour faire le lien avec [14] , i l est commode d 'u t i l i ser , plutôt que le diagramme 
[3, 2.1.6.2] , le diagramme (beaucoup plus compliqué) (G —• S) = (N(2Z,G)—>N(2,S)) 
de [14, VI 4.1.6] . Pour vérifier A 2.3.4 , on peut se ramener à supposer que G 
est un BT formel l i sse . Alors M se calcule comme un groupe de cohomologie de 
De Rham relative formelle 

M = hJ r(G/S) , 

la connexion V est donnée par Gauss-Manin, et (A 2.3.1) par la f i l t rat ion de 
Hodge. I l est standard (cf. par exemple [16, 1.4.1.7]) que l'application 
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(de Kodaira-Spencer) Tg(k) —> H (G,TG^S) induite par V associe à £ : S1—* S 

la différence des classes de déformations de G(sJ sur S/ , [f*G] - [G(sjx S1 ] . 
i ^ 

I l ne reste plus qu'à identifier H (G,T^ S) à t G ® de manière compatible 

avec (4.7.1) et 4.4 c ) . 

LEMME A 2.3.5,- Soit s un point fermé de S . Les conditions suivantes sont 

équivalentes : 

(i) G(s) est ordinaire., l.e G°(s) de type multiplicatif (cf. 4.10.1)) ; 

(ii) HW(s) ( = ( x H - * x f p ) ) ) : t G * C s ) — > V ( s ) u>t bljectli. 

(ii') (xi—>x C p )) : t G ( s ) — » t G ( s ; ) est bijectif. 

En effet, il revient au même de dire que G (s) ou que G* (s) est ordinaire, 

et pour G (s) radiciel on a (G (s) multiplicatif)<è=> (V bijectif sur 

G(s))«=> (x)—>x^ bijectif sur tG(s)) • 

PROPOSITION A 2.3.6.- Les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) pour tout point fermé s de S , si S~ désigne le complété de S en s , 

la restriction de G à S* est une déformation verselle de G(s) sur la catégorie 

des k-algébres locales artlnlennes de corps résiduel k (cf. 4.8) ; 

(ii) L'application 

Ts G G* 

Induite par Vapplication de Kodaixa-Spencer (A 2.3.3) est un isomorphisme» SI 

ces conditions sont rempiles, i l existe un ouvert non vide U de S tel que, 

pour tout point fermé s de U , G (s) soit ordinaire. 

La première assertion découle de 4.8 et A 2.3.4, la seconde de A 2.2.1 et 

A 2.3.5. 

Remarque A 2.3.7.- Les théorèmes d'algébrisation de M. Artin [1] montrent qu'il 

existe des BTT G/S vérifiant les conditions de A 2.3.6. J'ignore ce qu'il en 

est pour les BT . 
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Exposé VII 

HAUTEURS ET ISOGENIES 

Michel RAYNAUD 

INTRODUCTION 

Considérons un corps de nombres K , une K-variété abélienne AK et son modèle 
de Néron A sur l'anneau d'entiers 0 de K. Si a>A est le 0-module inversible 
des formes différentielles sur A , de degré maximum et invariantes par trans
lations, on a sur o)A une structure d'Arakelov et en particulier, u)̂  a un 
degré deg(o)^) . Si de plus A est semi-stable, on définit la hauteur de A^ : 

ht(AK) = 1 

[K:Q] 
deg(o)J . 

Dans cet exposé on étudie le comportement de deg(u)^) par isogénie. 
Soit donc Ujç : A^—>B^ une K-isogénie et u : A—*B son extension aux 

modèles de Néron. 
Dans le §1 on exprime deg(u)^) - deg(a>g) en fonction de la ramification de 

u , et plus précisément, en fonction de la différente de Ker(u) , lorsque u 
est plat . 

Au §2, on montre que s i A1 est le modèle de Néron de la variété duale A£ 
de Ajç , on a deg(co )̂ = deg(u)^f) . Ce résultat ne sera pas u t i l i sé dans la suite 
du volume ; la preuve est locale et plaide en faveur des propriétés différentiel
les du modèle de Néron, y compris dans le cas où A n'est pas semi-stable. 

Les résultats essentiels pour la suite se trouvent au §4 . On suppose A 
semi-stable et on établit le résultat suivant : 

THEOREME.- Ue.n&emble. d<u hamteii/u deA va/iléte* abêLLznneA B^ , K-^6ogène4 à AK 

e^t ^ûii. Son caAcLLnal, OÂMJL que. l<u dl6ie.xe.nceA |ht(AK) - ht(B K) | peuvent 
ê&ie. ma joui* de. façon me.cJU.ve.. 

La démonstration du théorème a pour point de départ le résultat suivant, du 
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à Faltings : 
Soient p un nombre premier, (typ» = u^Ax^pn > l e K-groupe p-divisible 

constitué par la torsion p-primaire de Av , T (A„) son module de Tate. Consi-
j \ p j \ 

dérons HK = U(HK)pn un sous-K-groupe p-divisible de (AJÇ) ~> • H lui corres
pond un sous-Zp-module M de T (̂A )̂ , stable sous 1' action du groupe de Galois 
Gal(K/K) ; soit h le rang de M . Supposons pour simplifier K = (Q . Faltings 
calcule la puissance du caractère cyclotomique qui décrit l 'action de Gal(K/K) 
sur A*1 M, au moyen d fun invariant local, l ié à la réduction de en p . Cette 
relation entraîne que les isogénies u^ : A ^ — , de noyau (H )̂ n , conservent 
le degré d'Arakelov pour n » 0 . ^ 

Ceci étant, les sous-groupes p-divisibles de (A~) , du type ftv , qui 
Jv pP° J\ 

apparaissent dans la démonstration de Faltings, s'introduisent de façon non 
effective : i l s sont extrai ts , par un argument de compacité des noyaux, de 
familles infinies de p-isogénies. 

Pour sauver 1'eff ect ivi té , dans cette partie galoisienne de la démonstration, 
on remplace la considération des sous-groupes p-divisibles , par celle des 
sous-groupes (H„) n , dont les points à valeurs dans K , sont du type 

n h r 
(2Z/p Z ) n . Autrement d i t , au lieu des groupes p-divisibles, appelés aussi de 
Barsotti-Tate (BT), on u t i l i se les groupes de Barsotti-Tate tronqués (BTn) . Les 
propriétés différentielles des BTn , ainsi que les propriétés de déformation 
dont on a besoin, sont établies dans ce volume Exp. VI. 

Que l'on u t i l i se les BT ou bien les BTn , i l arrive que ceux-ci se spécia
lisent mal en les places ramifiées de K . On contrôle ce phénomène, de façon 
effective, au §3, grâce à la "presque décomposition de Hodge-Tate" des schémas 
en groupes f inis , mise en évidence par Fontaine. 

J ' a i appris l ' idée d 'u t i l i ser les BTn dans une le t t re de Parshin. Le §4 
doit également beaucoup à l'exposé de Deligne au séminaire Bourbaki. 

I . - ISOGÉNIES ET DIFFERENTE 

1.O.- Notations : Dans la suite K sera un corps de l'un des deux types suivants 

Cas global : K est un corps de nombres, extension finie de Q . 

Cas local : K est le corps des fractions d'un anneau de valuation discrète 
complet, d'inégales caractéristiques, de corps résiduel k parfait de caracté
ristique p > 0 . 

Dans les deux cas, on note 0 l'anneau d'entiers de K et K une clôture a l 
gébrique de K . 

Partant d'un corps global K et d'une place finie v de K , on obtient par 
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completion de K en v un corps local , d'anneau d'entiers 0 y , de corps 
résiduel fini k v . 

1 .1Modèle de Néron et isogénies 

Soient AK une K-variété abélienne de dimension g et A son modèle de 
Néron sur 0 . Donc A est 0-schéma en groupes l i sse , séparé, de type f ini , de 
fibre générique AK . On note A0 le sous-schéma en groupes ouvert de A , à 
fibres connexes. Nous dirons abusivement que A0 est le modèle de Néron connexe 
de Â  sur 0 

Soit Ujç : Ajç —» une K-isogénie entre K-variétés abéliennes, de noyau 
. Le degré d de u^ est le cardinal de M (̂K) : 

d=#M K (K) . 

Le morphisme u K s'étend canoniquement en un 0-morphisme des modèles de Néron 
u : A —> B . Soit u° : A —*> B° la restriction de u aux modèles de Néron 
connexes. On pose M = Ker u° qui est un 0 -schéma en groupes. 

Si K est global et s i v est une place finie de K , par changement de base 
on obtient Ay = A ®Q0yy AK = Â  ®K Kv . . . , et Â  est un modèle de Néron de 
Av- sur 0 . 

V v 

La proposition suivante est immédiate : (cf. [5], 2.2.1) : 

PROPOSITION 1.1.1.- SuppoAon* K local. LQJ> condition* 6uivant&> A ont équivalen
tes : 
(i) u : A—» B <L6t plat. 

(i i) M est plat AUA 0 

( i i i ) M est quasi-^ini ÂUA 0 

(iv) (U°) ® k est 6UA.j'e,Ctti. 
R 

De, plus, lorsque, ces condition!* &ont nJéalÀsees, on a une, ùuite, exacte de schémas 
en groupes poun, la topologie, ^ideleme,nt plate, de présentation iinie. (fppf) : 

0- M- >A° u° 0 . 

Exemples 1.1.2 : Supposons K local. 

a) Si a bonne réduction sur 0 , u et M sont finis et plats . 

b) Si Â  a réduction semi-stable sur 0 , u et M sont quasi-finis et plats , 
(car u se factorise à travers la multiplication par d : A—*A qui a un 
noyau quasi-fini). 

c) Si (d,p) = 1 , alors u et M sont étales. 
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d) Supposons que A ne soit pas semi-stable. Prenons = et pour u^ la multipli
cation par p . Alors u est la multiplication par p dans A et u n 'est 
pas plate. 

1.2.- Schémas en groupes quasi-finis 

Supposons K local. 

Soit X un 0-schéma quasi-fini et séparé. Alors, comme 0 est complet 
(hensélien suff i ra i t ) , X se décompose canoniquement en 

X = x 1 11 x 2 , 

où X̂  est fini sur 0 et X2 est au-dessus de Spec(K) . Le schéma X̂  n 'est 
autre que la completion de X le long de sa fibre au-dessus de k ; nous le 
notons désormais X et nous dirons que X est la partie finie de X . 

Si X est un 0-schéma en groupes, X est un sous-schéma en groupes ouvert 
et fermé de X . Si de plus X est plat sur 0 et est un schéma en groupes 
commutatifs, le groupe quotient fppf X/X est un 0-schéma en groupes étale , 
prolongement par zéro sur Spec(0) de sa fibre générique. 

1.3.- Différente (cf. Exp. VI, 4.9.4). 

Considérons à nouveau une isogénie u^ , comme dans 1.1, et ses extensions 
u (resp. u°) aux modèles de Néron (resp. aux modèles de Néron connexes). 

Soit Mp̂jQ I e faisceau inversible sur A des formes différentielles relatives, 
de degré maximum, et soit u)̂  l'image réciproque de sur Spec(0) , par la 
section unité de A . On a donc a)̂  = det(Lie A)v, où v désigne le 0-module 
dual. On définit de même ajg . 

Considérons le 0-module inversible OĴ  ® . Lorsque u° est surjectif, 
de sorte que l'on a une suite exacte fppf de schémas en groupes : 

O ^ M - + A 0 - ^ B ° ^ 0 , 
-1 -1 

alors o)̂  ® (Ug s ' interprète en terme du noyau M : cô  ® o)g est l'image réci
proque, par la section unité de M , du module dualisant relat i f . 
En effet, s i U est le faisceau d'idéaux de 0 n qui définit M , M est loca-

o A 

lement intersection complète dans A et l'on a : 

V c f V / 0

 8 d e t C I / 3 f - > / = £ * ( W A 0 ^ 1 ) ' 

où f : M —> Spec (0) est le morphisme structural. 
Dans le cas où M n'est pas plat sur 0 , u)̂  8 n'a plus de raison de se 

calculer au moyen de M , mais est déterminé par u et nous poserons : 
UA 0 \ m % • 
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Du fait que u^ est étale, la flèche canonique uig—^a>A , déduite de u , 
est injective. Par tensorisation avec a)"1 , on obtient donc une injection 
canonique : 

° C > WA ® ^ = ^u » 

et i l existe un idéal non nul de 0 , t e l que UJU = 0 (J~^) . 
En d'autres termes, l 'application Lie(u) : Lie (A) —^Lie(B) est injective et s i , 
dans des bases locales, on calcule son déterminant, celui-ci engendre x/^ . 
En particulier, on voit que 0/^/^ a pour support les places v où u y n 'est 
pas étale et nous dirons que 4/" est la différente de u . Pour just if ier 
cette terminologie, nous allons esquisser le lien avec la notion classique de 
différente, en une place v où est quasi-fini. 

Pour ce faire, "rappelons" (cf. [7], Appendix), que s i on a un morphisme 
fini et plat de S-schémas lisses : 

X u 
Y 

S 

on dispose d'une application canonique sur les différentielles relatives de degré 

maximum, la trace : 

Tr : u.Gojyg) — . o» Y / s 

qui est Cy-linéaire et te l le que 

(1) Tr(fujuj)) = Tr x / Y(f)o) , V V ouvert de Y , 

V f £0 x |u" 1 (V) , VwEotyglV . 

De plus, l 'application (^-linéaire associée : 

(2) 0 ^ 5 ^ ^ o m ^ C ^ , ^ ) 

u)f *(f >—•Tr(fuO) 

est un isomorphisme. 
Tensorisant les deux membres de (2) par o^Jg , on en déduit un isomorphisme 

de (^-modules inversibles : 
1 can ^ 

(3) o^/g 0 uÇ / s - J W Î U ^ C û ^ ) 

qui est la formule de passage clé entre le calcul du complexe dualisant re la t i f 
OĴ ^Y en terme de présentation par des schémas lisses d'une part, et en terme 
du morphisme fini et plat , localement intersection complète u : X—>Y d'autre 
part. 

203 



M. RAYNAUD 

Par ai l leurs , l 'application canonique déduite de u r u * ^ ^ ) —> ^ / s 
donne une flèche 0^—> ^ / s ® ̂ y/S c*u:*', comP°s^e avec (3) fournit une applica
tion CL-linéaire : 

(4) VwE VwEVwEVwE 

D'après (1), (4) n 'est autre que l'application 

f Cgi >Tr x / Y(gf)) . 

Supposons de plus que la restriction de u à un ouvert U de X , schématique-
ment dense dans X , soit étale. Alors (4) est un isomorphisme au-dessus de U 
et i l existe un idéal inversibles $ de 0^ te l que (4) s ' identifie à l 'applica
tion canonique 

VwE VwE 

Alors / / coïncide avec la différente inverse classique, formée des sections 
méromorphes f de 0̂  , tel les que Tr(fx) € Oy ,V x e 0^ . 

Supposons de plus que X et Y soient des S-schémas en groupes et que u 
soit un morphisme de S-schémas en groupes. Alors / J ^ est un faisceau équivariant 
sur X , donc est l'image réciproque, d'un faisceau d'idéaux de 0^ , noté encore 

. De plus H = Ker(u) est un S-schéma en groupes fini et plat et par le 
changement de base S —> Y défini par la section unité, on trouve que VwE 
est bien la différente classique de la 0g-algèbre finie, génériquement étale 

Revenons à notre isogénie u„ et à son prolongement u° . Supposons u 
quasi-fini et soit M la partie finie (1.2) de M , de sorte que l'on a une suite 
exacte : 

0 •s 
• M-

A°- Û o ^ 
A/M 

0 

avec û fini et un morphisme étale 

v : A°/M —* B° 

tels que u = vû . 

Comme v est étale, X^ 1 = et les considérations précédentes montrent 
que /J^ 0^ est l ' idéal différente de la 0-algèbre finie Ofa . 

1.4.- Isogénie et degré d'Arakelov 

Dans ce numéro, K est un corps global. 
Soit T : K—*(E un plongement complexe de K . Partant d'une isogénie 

UK : —* comme <̂ ans 1 • 1 » on en déduit par le changement de corps T , 
une isogénie de tores complexes u : A — B 
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Rappelons (exposé I §3-3) que sur wA on a une métrique hermitienne te l le que 
x 

<o),o)>T = J^IWAWI 

où le second membre désigne l ' intégrale pour une mesure de Haar normalisée par 

un facteur ne dépendant que de la dimension de A . 

On munit le faisceau ai = OJa ® au de la métrique "différence" . 
T T x T 

Soit a) € a)g . On a 

J A |U*(O))A U*(OJ) | = d/ B |O)AO)| , 
T T 

où d est le degré de u^ . 

C'est dire que la section 1 de = / ) ~ ^ est te l le que 

<1,1> = d . 

Donc, s i v est une place à l ' inf in i de K , la valeur absolue v-adique de la 

section 1 de est te l le que 

| | 1 = d s i v est complexe 

||1||^ = d 1 / 2 s i v est réel le . 

La contribution des places à l ' inf in i dans le calcul du degré d'Arakelov (réf. 

exposé I §1, corollaire de la proposition 1.1) de la section 1 de est alors: 

- 1 . . Log|| 1|| = - Log(d) [K:Q]/2 . 
v infini v 

Par ai l leurs , le degré, à distance finie de la section 1 de ^ u est log# W/^/")* 
D'où la proposition : U 

PROPOSITION 1.4.1.-

deg(a)A) - degCô ) = degCô ) = deg(#^ 1) = -Log(d) [K:Q]/2 + Log# ( 0 / ^ 0 

COROLLAIRE 1.4.2. - Les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) degCcaJ = deg(o)B) , 

VwEVwEVwEVwEVwEVwE 

( i i i ) d^*^^ 2 e-6-t an entier et engendre Vidéal Norm^,^ (¿^3 , 

(iv) POUA £ou£ nombre premier p , u p &ô;t &i puissance de p qtuc divise 
d , on a : 

h[K:Q]/2 = Z v ( / ) d ,VwE 

où v est la valuation de 0 , de groupe de valeurs 2 et d est le degré 
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du corps résiduel k.j sur F p . 

COROLLAIRE 1,4.3,- Les conditions de 1.4.2 , sont en paAlicutteA satisfaites, 
s i pou/i tout p ptiemloA at toute place $ de 0 au-dessus de p , on a 

VwEVwEVwEVwE 

où h et sont, comme dans 1.4.2 et e^ ejbt V Indice de mmlflcatlon de 
ö au-dessus de TL . 

De plus, s i ces conditions sont nzallàées, l e faisceau d1 Anakelov 
est tnlvlal. VOUA que le ialt>ceau d'Aàakelov ^ soit txlvlal, i l {out et JUL 

2 
sufält qu% i l existe f €K , toJL que £ =ad , où a est une meine de l'unité. 
Démonstration de 1.4.3 

Si pour toute place p de 0 au-dessus de p on a v^ /fJ\ 1^
 = , la 

condition iv) de 1.4.2 est vérifiée car E e d = [K:Q] , d'où la première 

assertion. 
Supposons que v ( # ) = e h/2 pour toute place finie p de 0 . Alors 

d engendre 4/ > donc 1/d engendre . Par ai l leurs , pour tout plonge-
^ <L-- 2 

ment complexe T : K—*(E , la section 1 du faisceau d'Arakelov A/ est te l le 
2 u 

que <1,1> = d , donc <1/d,l/d> =1 et 1/d t r ivial ise le faisceau T C--2 T 

d'Arakelov i / ^ • 
Enfin, s i le faisceau d'Arakelov / / ^ est t r iv ia l ise par une section f , on 

2 u 

a f = ad , où a est une unité de 0 , qui dans tout plongement complexe 
est de module 1, donc a est une racine de l 'uni té . 

Remarque 1.4.4 : Les conditions de 1.4.2 sont celles qui interviennent dans la 
démonstration de Faltings. Elles introduisent une moyenne des valuations de 
en les diverses places de 0 au-dessus de tout premier p . On peut les traduire 
encore en disant que le faisceau d'Arakelov Norm^^ ^ i^ ) est trivial« 

La condition de 1.4.3 est locale sur Spec(0) . C'est el le qui intervient, 
au numéro suivant, dans la comparaison du degré d'une variété abélienne et celui 
de sa duale. 

2.- DEGRE D'ARAKELOV D'UNE VARIETE ABÉLIENNE ET DE SA DUALE 

2 .1 . - Soient K un corps local ou global (1.0), u^ : A .̂—> B^ une K-isogénie 
entre K-variétés abéliennes, u£ : B£—> A£ l'isogénie duale, d le degré 
commun de u K et u£ . On étend ces isogénies en des morphismes u : A — B et 
u' : B' —>-A' , entre les modèles de Néron sur l'anneau d'entiers 0 de K . On 
dispose alors des idéaux différentes et (1-3). 
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THEOREME 2.1 .1 , - On a ^ J^, = (d) . 

Remarque 2.1.2 : Supposons dans 2.1.1 que A a i t bonne réduction sur 0 
Alors i l en est de même de A1 ; u et u ' sont finis et plats et ont pour noyaux 
des 0-schémas en groupes finis et p la ts , duaux l'un de l 'autre pour la dualité 
de Cartier. Dans ce cas, 2.1.1 résulte de [8] , appendice prop. 9. 

I l suffit clairement d'établir le théorème dans le cas d'un corps local, 
ce qui fera l 'objet des numéros suivants. Pour l ' ins tant , donnons quelques 
corollaires. 

COROLLAIRE 2.1.3,- Supposant, K global. Soient Â  une K-vaAi&té abzlimm, 
A£ la va/iléte. abilimne. duale,, A e£ A' lzt> modèle* de. Néion leAp&ctcfa de, 
Av eX A' -ôu/i Vanne/m d'zntLeJU 0 . 

2 2 
Moto* IZA £al6ce,aux d'Aiakélov u)A et o) f̂ Aont <U>omon.pheA ; en paAtLculioA 
deg(o)A) = deg(a)AJ . 
Démonstration du corollaire : Soit L^ un faisceau ample sur A^ . On lui asso
cie, de la manière habituelle, une isogénie autoduale : 

UK : AK * AK ' 
Soit u : A—* A' son extension aux modèles de Néron et soit d le degré de 
u^ . Comme u^ est autoduale, le théorème 2.1.1 entraîne : 

^ 2 = Cd) . 

Alors 1/d t r ivial ise le faisceau inversible ^ . Compte tenu des métriques 
à l ' i n f in i , calculées dans 1.4, 1/d est même une tr ivial isat ion du faisceau 
d'Arakelov ^ 

Comme on a o)A = o)At , égalité entre faisceaux d'Arakelov, on a bien 
2 2 A A u 

0)̂  = a) ,̂ , d'où le corollaire. 

COROLLAIRE 2.1.4.- GcvidonA IQJ> hypothèse* de 2.1.1 et 6uppo6ovu> K global. 

1) On a : 
|deg(uA) - degCwg) | < ^ ^ 1 • 

2) SuppoAovu> d = p n , avec p pnemleA. Alo/u 

deg(o)A) - degCo^) = | Log(p) 

avec m entteA, |m| ^ [K:Q]n . 

Démonstration du corollaire : d'après 1.4.1, on a : 

deg(o)A) - degCojg) = - [ -^^Log(d) + LogCNorme^ ( ^ ) ) 
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D'après 2.1.1, on a i /^o(d) , donc Norme^^Ct^)dd^*^ , d'où : 

O^Log(Norme0 / z ( ^ ) < [K:Q] Log(d) . 

L'assertion 1) en résulte. Si d = p n , Norme ( l ^ ) = » avec n entier, 
0<h< [K:(Q]n . Alors deg(a>A) - degG^) = log(p) [h - n] = Log(p)^ 
avec m=2h- [K:Q]n, d'où l 'assertion 2). 

Remarque 2.1.5 : Soit k un corps de caractéristique p > 0 et soit C une 

k-courbe algébrique intègre, régulière. Considérons le modèle de Néron sur C 

d'une variété abélienne définie sur le corps des fractions de C et soit A' 

le modèle de Néron de la variété duale. On dispose alors sur C des faisceaux 

inversibles u)̂  et u)̂ , . Si A est semi-stable, Moret-Bailly a montré dans 

[8] qu ' i l existe N entier >0 , te l que u^e*o) f̂ , ce qui apparaît comme un 

substitut à 2.1.3. Le cas des modèles de Néron non semi-stables reste ouvert. 

2.2.- Jusqu'à la fin du §2, on suppose K local donc (1.0) de corps résiduel 
k parfait de caractéristique p > 0 . 

Pour démontrer 2.1.1, on peut, quitte à remplacer 0 par le complété d'une 
extension maximale non ramifiée de 0 , supposer k algébriquement clos. Nous 
allons d'abord donner une démonstration "géométrique", ut i l isant les structures 
pro-algébriques sur les groupes de cohomologie. Ces structures ont été étudiées 
par Lucile Bégueri [1] et complètent la théorie du corps de classes d'un corps 
local à corps résiduel algébriquement clos de J.-P. Serre [12] . 

Après cet effort, et pour se rassurer un peu, nous donnerons également une 
démonstration "arithmétique", valable lorsque k est fini et basée sur les mêmes 
idées, mais où l'on remplace les arguments géométriques par un décompte de points. 

Notons 7T une uniformisante de 0 et v la valuation de K te l le que 
V(TT) = 1 . Pour tout entier n^O , on pose (?n = 0/-nn0 . Si X est un 
0-schéma X est le 0 -schéma X 

n n u n 
Rappelons ([4] et [13]) que le foncteur de Greenberg de niveau n associe à 

X N un k-schéma Gr (X N ) et une bijection fonctorielle : 
(can) X ( O n ) ^ G r ( X n ) ( k ) . 

On ne s'intéresse qu'à la structure quasi-algébrique sous-jacente à Gr (X N ) > 
notée X -n 

On a de plus des morphismes de transition X N + ^ —* X N qui, par les applica

tions (can) correspondent aux applications naturelles de réduction mod TT11 

X C ^ - l i ) ^ X ^ t J • 0 1 1 définit alors X = lim X^ , de sorte que l'on a une bijec-
n+ I n = 3 yl "n 

tion can : X(0) — > X(k) . Si X est l isse sur 0 , équidimensionnel de 

dimension relative d , Gr(Xn) est l isse sur k , équidimensionnel, de 
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dimension nd . 
Le foncteur XI—»2L "transforme 0-schémas en groupes en k-groupe s pro-algé-

briques. De plus ces constructions sont compatibles aux extensions finies étales 
de C) et au passage au complété d'une extension maximale non ramifiée de 0 . 

Sous les hypothèses de 2.1.1, appliquons le foncteur de Greenberg au morphisme 
u : A—»B . On obtient un morphisme u : A—»g de k-groupes pro-algébriques, de 
noyau et soit jS le conoyau, de sorte que l'on a une suite exacte : 

0—*M—*A-^B—•S—»0 . 

LEMME 2.2 .1 . - ¿ £¿>t un gioupe, qucu>¿-a¿gé.bnÁque., de, cLLmznAlon vti?^) 

Démonstration : Pour n entier » 0 , l 'application exponentielle réalise un 

isomorphisme de tï11 Lie (A) sur Ker A(0) —> A ^ n ) , compatible avec les structu

res pro-algébriques, et de même pour B . On en déduit un diagramme commutatif 

de groupes pro-algébriques, à lignes exactes : 

0 * TTnLie (A) » A > > 0 

Lie (u) 

Aie (B) 

^n 

Le lemme du serpent fournit alors une suite exacte de k-groupes pro-algébriques : 

(2) 0 —* M —> Ker (u^) —* Coker Lie^u) —> £ > Coker (¿1 ) —> 0 . 

Or M est f ini , (car M(0) est fini) et Ker(yn) et coker(un) ont même dimension 
car et J n ont même dimension, égale à n fois la dimension g de la K-variété 
abélienne A„ . Coker (Lie u) est un 0-module de longueur finie égale à v C ^ ) ; 
le groupe Coker(L^ u) a donc pour dimension vU/^) . On déduit de (2) que 
est quasi-algébrique,de dimension finie, égale à v(-t^) , d'où le lemme. 

Dualement, on a une suite exacte de k-groupes pro-algébriques : 

d' ) o—vm' —> B' **' > A' — * £ ' —> 0 

et on a de même dim(S') = v ( > ^ t ) . 
2 .3.- Supposons maintenant k algébriquement clos et considérons la suite exacte 
de cohomologie galoisienne associée à la suite exacte de K-groupes 

K̂ 
algébriques 0 — • —> Â  • >• B^ — 0 
O-^M(K)—>A(K)-^B(K) —* H1( /K,MK) — H 1 ( /K,AK) — • H1( K,BK) -**0 

fcomme Gal(K/K) est de dimension cohomologique 1 ([13]II 3.3) , les groupes de 

cohomologie de degré ^ 2 sont nuls 

Puisque A et B sont des modèles de Néron, les applications naturelles 

A(0)—^A(K) et B(0)—> B(K) sont bijectives et u(K) s 'identifie à u(tf) 

de conoyau S(k) . 
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Posons T = ker H ' ( /K,A K ) — * H ' ( / K , ^ ) . De (3) on déduit la suite exacte : 

(4) 0 —^S(k)—*H1 ( /K,MK) —> T — 0 . 

Rappelons, maintenant quelques-uns des résultats de [ 1 ] . 

a) le groupe H1 ( /K,M )̂ est le groupe des k-points d fun k-groupe quasi-algé

brique de dimension v(d) ( [ 1 ] th. 4 . 3 . 3 ) . 

b) Pour tout entier m , le sous-groupe de H1 ( /K,A^) annulé par m est le 

groupe des points rationnels d'un groupe quasi-algébrique ( [ 1 ] 8 . 1 . 1 ) et donc 

H 1 ( /K,AJÇ) est un groupe ind-algébrique. 

c) On a un isomorphisme canonique, fonctoriel en la variété abélienne A^ : 

H1 ( /K,AK) Ext1 (A 1 ,Q/Z) 

qui identifie la partie de p-tors ion du H1 , au "dual de Serre" du groupe 
pro-algébrique A 1 ( [ 1 ] , 8 . 3 . 6 ) . 

De ces considérations et de ( [ 1 ] 8 . 1 . 1 ) , on déduit que la suite exacte (4) est 
une suite exacte de groupes de points rationnels de k-groupes quasi-algébriques. 
On a vu que H1 ( /K,MK) étai t de dimension v(d) et que S éta i t de dimension 
v O ^ ) . Reste à voir que T a même dimension que g 1 , à savoir v ( / ^ f ) 

Or s i on applique le"foncteur Rhom( ,Q/Z)" à la suite exacte 0 ' ) , on trouve 
compte tenu de c ) , que Ext1 (S1 ,Q/Z) est isogène à T , donc a même dimension 
que T . Enfin Ext1 (S1 ,<Q/Z) est le dual de Serre du groupe unipotent (S/ ) 0 , 
composante neutre de S 1 , donc a bien même dimension que £ ' . 

2 . 4 . - Nous considérons maintenant le cas où le corps résiduel k est f in i , de 
cardinal q . 

On peut alors u t i l i se r les énoncés de dualité sur les corps locaux établis par 

Tate en place des résultats de [ 1 ] . Les arguments de dimension ut i l i sés dans la 

démonstration géométrique, sont remplacés par des décomptes de points de k-groupes 

quasi-algébriques du type £ . Pour distinguer la contribution de la composante 

neutre £° de celle du groupe des composantes connexes 5/S 0 , on est amené 

à considérer aussi les extensions non ramifiées Or de 0 , de corps résiduel 

k à q r éléments ; on note Kr le corps des fractions de Or • 

Commençons par rappeler les résultats de Tate. 

a) Soient Mjç un K-schéma en groupes fini d'ordre d et MĴ  son dual de Cartier. 

1) Les groupes de cohomologie galoisienne H3^ /K,!^) sont f inis , nuls pour 

i 7* 0 , 1 , 2 . On note h 1 ^ ) le cardinal de Hx( /K,MR) . 

2) h1(MK)/h°(MK)h
2(MK)= é(Û/dO) 
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3) Le cup produit : 

/K.M^x H2" iC /K,M£) — » H 2 ( /K,Gm) - S £ I Q / Z 

est une dualité parfaite pour i =0,1,2 . 

b) Soit une K-variété abélienne. Alors ( /K,AK) est canoniquement 
isomorphe au dual de Pontryagin Hom(A! (K), Q/Z) . 

Les résultats de a) sont démontrés dans [14] II §5, et b) figure dans [15] . 
UK 

Partons de l f isogénie : 0—» —* *° e t ' pour tout entier 
r > 0 , de son extension à Kr : 

• 
On déduit alors de la suite exacte de cohomologie galoisienne, la suite exacte 

courte : 

0 • Coker(A(Kr) -+ BCKp) H1 ( /Kp,MK ) -*KerCH1( /K r,AK ) -*H 1( ) ) - * 0 
r r r 

Compte tenu de b) ci-dessus et du fait que A, B, A', B* sont des modèles 

de Néron, cette suite se réécrit : 

(5) O^Coker(A((U->B(fl ))->H1( /K ,MV )->Hom(coker(B' (0 )^A' (0J ) ,Q/2Z) — 0 . 
r r r r r 

D'après les rappels de a) ci-dessus, on a pour r » 0 

logn(h1(iu )) = V (d)r + cte . 
r o Notons que s i £ est un k r-groupe pro-algébrique, sa composante neutre £ 

est te l le que H1 ( /k = 0 d'après le théorème de Lang [10], p. 119. 

Comme H1^ /k r ,£) = 0 pour i ^ 2 ([14]3.3 ) , l 'application canonique 
H1( A R , Q - ^ H 1 ( k r ,g/£°) est bijective. Si de plus G/G° a tous ses points 
rationnels sur k r , auquel cas nous posons ^0(S.) = (GAL°) ( k r ) , on a un isomor
phisme canonique H1 ( /k r ,£) ^Hom(Gal(k r/k r) , Ï Ï O C G ) ) ^7ro(Q^ , qui associe à un 
homomorphisme a : Gal(k r/k r) —> l'image par a du Frobenius sur k r . 

Considérons alors la suite exacte (1) de k-groupes pro-algébriques 

0 *M • >B • £ >0 . 

Notons JV l'image de A^dans B_ , de sorte que l'on a des suites exactes 

0—> M—» 4 — • £—> 0 et 0—> X — — > £ — * 0 . 

Choisissons r » 0 pour que les groupes M , , g/J|0 aient tous leurs 

points rationnels sur k^ . Alors s i 

a : Coker( A(0 r) —>B((?r)) *S(k r) 

est l 'application canonique, ker(a) et coker(a) sont finis constants, respec

tivement isomorphe à Ker "^Q^. ) —>Tro*^k ^ et Ker ^o^k ^ — > 7 r o^k ^ ' 
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Donc pour r » 0 , le cardinal de coker A(0 r) — * B(0 r) est le produit d'une 
constante par =#= S{kr) . 

Or S est de dimension ) (2.2.1), de torsion, donc S 0 est unipotent 
par suite logq(#=,S(kr)) = r v ( ^ ) + cte. Finalement : 

log q (# coker A(0 r )—•B(0 r )) = r v u / ) + cte . 

De même on a log coker B f (0 r ) —»A' (0 r ) ) = rv(^A f ) + cte. 
I l résulte alors de (5) que pour r » 0 , on a 

v(d)r + cte = v ( ^ ) r + v ( ^ f ) r + cte , 

d'où v(d) = v ^ ^ ^ t ) > c e achève la démonstration de 2.1.1 lorsque k 
est f ini . 

Remarque 2.4.1 : i l est bien sûr possible d'estimer Coker A(0 r) —> B(0 r) 
sans parler de structure pro-algébriques, en reprenant la suite exacte (2) et en 
étudiant u n par f i l t rat ion suivant les puissances de TT . 

3 . - AFFAISSEMENT DES GROUPES DE BARSOTTI-TATE TRONQUES 

3 .1 . - Dans ce paragraphe, K est un corps local (1.0). On note m l ' idéal 
maximal de l'anneau d'entiers 0 de K , TT un générateur de m , v la 
valuation de K normalisée par V(TT) = 1 et e=v(p) l ' indice de ramification 
absolu de 0 . 

On considère un 0-schéma en groupes commutatif Mn , fini et plat , dont la 
fibre générique (M^^ est un K-groupe de Barsotti-Tate tronqué d'échelon n 
(en abrégé BT ) (cf. Exp. VI, 1). C'est dire simplement que M (K) est isomorphe 

n h 
à (Z/p 2Z) , pour un certain entier h que nous appellerons le p-rang de î^ . 
Par analogie avec les groupes de Barsotti-Tate, h devrait plutôt s'appeler la 
hauteur, mais dans ce volume, le mot hauteur est réservé en général à un autre usage. 

Quand 0 est ramifié, ou quand p = 2 et e = 1 , Mn n 'est pas nécessairement 

un BTn sur 0 , car i l se produit certaines dégénérescences, un "affaissement", 

quand on passe de la fibre générique à la fibre spéciale. 
Commençons par donner 1 '̂exemple le plus simple d'affaissement. Supposons que 

èmes 
0 contienne les racines p de l 'unité ( i .e (p-1)|e) . On dispose alors d'un 
morphisme de schémas en groupes u : (Z/p Z)^ —> Mp , qui envoie l'image de 
1 sur une racine primitive p-ème de 1 ; u est un isomorphisme, tandis que 

K 
u ®̂ k = 0 . Partant, de la suite exacte : 

o ^ M p _ ^ 2 ^ M p - _ 0 , 

s i on prend l'image réciproque de cette extension par u , on obtient une 
suite exacte : 
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0 * Up » E » Z/p Z * 0 
dans laquelle E^^ (p 2 ) K est un BT2 , tandis que E est isomorphe à 

(Up)^ @ (Z/pZ)^ , donc est annulée par p ; par sui te , E n 'est pas un BT̂  . 

Dans ce paragraphe, nous allons essayer de contrôler le phénomène d'affaisse

ment. 
Pour tout entier i , O ^ i ^ n soit (M-)v le noyau de p 1 dans QL)V 

1 A. n N 
qui est donc un BT̂  sur K et notons l'adhérence schématique de 0M^)K 

dans M . Alors M. est un 0-schéma en groupes fini et plat , annulé par p 1 , 
D i 

mais qui est strictement plus pet i t que Ker(M n-^—^M

n) lorsque ce dernier 

n 'est pas plat sur 0 . 

La multiplication par p dans NL se factorise à travers M̂ _̂  et induit 

par passage au quotient un 0-morphisme : 
t . , : M./M. ^ M. 1/M. 0 

i-1 r i-1 î - r i-2 
qui est un isomorphisme sur la fibre générique. On dispose ainsi d'une collection 

de morphismes de transition : VwEVwEVwEVwEVwEVwEVwEVwEVwEV 

LEMME 3 . 1 . 1 . - VOUA quo, Mn ьолЛ un BTn , i l fiaut oX ÀJL шЦлХ quo, 1ел concii-
£JLom> ALuLvantzA &oleyvt кеаЛлмеел : 

1) n = 1 , ролопл Щ = M̂  ®q к . kloKJb la t>uXX,e,de, к-бскгтсиь e,n длоирел : 

Жл ^ M J P ) - J U M 1 

(ou F eAt le, VtobenAuub eX V le, MeJUchlehung) eJbt exacte,. 

2) SA, n ^ 2 , 1ел l̂eoheJb de, thJxn&XXÂjon : 
Ч-1 M./M. л —i -UM. ,/M. -r 1-1 î - r 1-2 

A ont deM Алотон,р1ш>тел роил i = 2 , . . .n. 

Démonstration : pour n=1 , la condition n'est autre que la condition ( i i i ) de 

Exp VI 1.1 . Supposons n > 2 et que les flèches de transition soient des iso-
n— 1 

morphismes ; montrons que Mn est un BTn . La multiplication par p " dans 
Mn se factorise en u : Mn —» M̂  et u est la composée de la projection 
M^—^ M^M 1 et des flèches de transition t 1 , . . . , t 1 donc est plate, n n n-1 n-1 ' ' 1 r 

I l en résulte que M(n-1) = ker p —^Mn est plat , et donc égal à M .j 

De proche en proche on montre que M̂  = Ker p 1 : Mn—^Mn et que les suites 

n-i i 
Mn — E * Mn Mn 
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sont exactes. On conclut que Mn est un BTn à l 'aide de Exp. VI, 1.1 et 1.3 a ) . 
La réciproque est immédiate. 

3.2.- Propriétés de rigidité des BTn dans le cas peu ramifié 

PROPOSITION 3.2.1 . - Soit comme, dans 3.1 . 

1 ) ¿1 e = 1 et s i n = 1 , M.J est un BT-j 

2) ¿1 e<p-1 et n^2 , M. est un BT 
7 n n 

3) kl e = p-1 et n ^ 2 et ¿1 *o>c£ connexe, sott ne contient pas 
de sous-gAoupe de type multlpticatli non nul, alons Mn est un BTn . 

COROLLAIRE 3.2.2.- SI e = 1 e£ ¿1 p ^ 2 , 1 ^ est un BT̂  . 

Démonstration de la proposition. 

1) Supposons e = 1, n = 1 .On doit montrer que la suite : 

est exacte (3.1). 

1ère méthode : Par passage à la completion de l'extension maximale non ramifiée 
de 0 , on se ramène au cas où k est algébriquement clos. 

Puis, par dévissage (Exp. VI 1.3 f ) ) , au cas où (K) correspond à une 
représentation irréductible de Gal(K/K) . I l résulte alors de [8] 3.3.7, que 
M.j est un schéma en F - vectoriels, pour une certaine puissance q de p . 
Le fait que ker(V) = Im(F) résulte alors de la remarque 1.5.4 de loc. c i t . 
(en fait la propriété est énoncée mais non démontrée). 
2ème méthode : On u t i l i se la classification des schémas en groupes commutatifs, 
finis et plats , sur 0 non ramifié, due à Fontaine et Laffaille ([3] 9). 
Soit M un k-schéma en groupes f ini , commutatif, annulé par p et soit 
son module de Dieudonné. Alors, la donnée d'un 0-schéma en groupes commutatif, 
fini et plat M qui relève M équivaut à la donnée d'un sous-k-vectoriel oô 
de JA, te l que : 
(i) est un supplémentaire de ¥(11) , 
( i i) La restrict ion de V à £ est injective. 

Alors, comme Ker(V) contient de toute façon F(UO , puisque VF = 0 , 
les conditions (i) et ( i i) entraînent que Ker(V) = F(.Jl) , d'où la proposition 
dans ce cas. 

Passons à la démonstration de 2) et 3). On doit vérifier que, sous les condi-
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tions énoncées, les morphismes de transition t^ sont des isomorphismes 
(3.1.1), mais cela résulte de [9] 3.3.3 et 3.3.5. 

3.3.- Un résultat de Fontaine 

Soit G un 0-schéma en groupes commutatif, fini et plat . Notons ^ le 
0-module (de torsion) des formes différentielles de degré 1 sur G , invariantes 
par translation. 

Notons Ô la clôture intégrale de 0 dans K et ^fî/Q I e 0-module de 
torsion des formes différentielles de ~Ô relativement à 0 . 

Soit u€G(0) un point de G à valeurs dans 0 . 1 1 lui correspond donc 
un diagramme commutatif : 

Specfô) - - - > G 

\ / 

Spec(0) 

d'où une application naturelle : 

% e Z G 0 ) > ^ / Q 

a) 8 u i > u*(co) . 

Cette application peut s'interpréter aussi comme une application fl-linéaire, 
fonctorielle en G : 

_ 
0 ® 2 G(5) ^ > H o m 0 № G , ^ / 0 ) 

a 8 u 1 > (coi—a u*(u))) . 

Soit w la valuation de U te l le que w(p) = 1 . L'anneau 0 est fini sur 
l'anneau W(k) des vecteurs de Witt à coefficients dans k et on note 

/*^20/W(k) l ' idéal de 0 différente de la W(k)-algèbre 0 . Soit a un élément 
de 0 te l que 

wCa) = 1/p-1 + w U ^ y ) = 1/P-1 + v U ^ ^ / e . 

On pose SQ = partie entière de w(a) 

Dans [2] §4 , Fontaine introduit une "presque" décomposition de Hodge-Tate 
pour un 0-schéma en groupes commutatif G , fini et plat . I l montre en particu
l ie r que l'application cpç définie ci-dessus a un conoyau annulé par a 
([2] §4, th .3 , cor. ) . 
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COROLLAIRE 3.3.1 . - Soit t : Gm—» Hm un moKphibme de BTm Sun. 0 qui 2At un 
ibomoApki&me SUA la fibre générique, et qui n 'est pas un isomorphisme. Alors 
on a m û 6Q . 

Démonstration : Soit dç (resp. d^) la dimension de l'algèbre de Lie de 
G (resp. H ) . Alors le 0-module des différentielles invariantes sur 
Gm (resp. Hm) est (0/pm (resp. (fl/p111*))^ (Exp. VI cor. 4.9) et la 
différente j j ^ est (p ^) , (resp. (p m ^) ) 

m 
Par hypothèse t : Gm—^ Hm n 'est pas un isomorphisme, donc est s t r i c 

tement plus ramifié sur 0 que Gm , donc ^ < d H . I l résulte alors de la 
structure des 0-modules de longueur finie, que l'application sur les différen
t ie l les invariantes déduite de t : 

X m 
contient dans son noyau un facteur direct de isomorphe à 0/pm0 

Considérons alors le diagramme commutatif : 

VwE VwE t(3) . 
•n 

VwE 
VwE 

VwEVwEVwE •Horn , fig-/^) 

D'après ([2], §1, Th.1), Œ-j^ est isomorphe à K/0 , donc le calcul ci-dessus 
entraîne que le conoyau de la flèche inférieure contient un facteur isomorphe 
à (T/pm0 . Par ai l leurs , comme t^ est un isomorphisme, i l en est de même de 
t(5) et d'après le résultat de Fontaine coker est annulé par a donc 

w(a) ^ w(pm) = m . Par définition de 6^ on a donc m ^ 6̂  . 

3.4.- Contrôle de l'affaissement 

Revenons à la situation considérée dans 3.1, où l'on se donne un 0-schéma 
en groupes Mn fini et plat dont la fibre générique est un BTn de rang h . 
Pour 0 ^ i û n , on dispose des sous-schémas en groupes Ni de Mn . Pour a et b 
entiers vérifiant O ^ a ^ b ^ n , o n pose : 

M ]a,b] = V * t 
qui est un 0-schéma en groupes fini et plat , dont la fibre générique est un 
BT^_a de rang h . Avec ces notations, on a =Mj0 ^ et on dispose des 
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des morphisme s de transition : 

M]n-1,n] 
t 1 n-1. 

'Mln-2 .n-lf 
V 2 

V u • 

qui sont des isomorphismes sur la fibre générique. 
Nous dirons qu ' i l y a un saut en i s i 

]i,i+1] ] i -1 , i ] 

n 'est pas un isomorphisme, c'est-à-dire si la différente A ^ . 
M ] i - 1 , i ] 

du schéma en groupes Mj^i ^ est strictement contenue dans la différente de 

M ] i , i + 1 ] • 
LEMME 3.4 .1 . - I l y a au pluA eh Août*. 

En effet, rappelons que s i H est un 0-schéma en groupes commutât if, fini et 
plat , t e l que la 0-algèbre 0^ soit de rang d, et s i H' est le dual de Cartier 
de H , on a, entre les différentes, la relation 

^ ^ w = (d) . 

([9] appendice prop. 9). 
En particulier on a VwEVwEVwE 

Appliquons ce résultat à M. =M,n -, , on trouve 

YttK )^v(p h ) = eh , 
M in il 

d'où le lemme. 

LEMME 3.4.2.- Soient o ^ a < b ^ n . , avec a et b entlen* et b-a Z 2 . Alo sa 
M ]a b] a n B T b-a ^ 4 e a ^ e w i e i ^ V IntenvaJULe ] a,b[ ne contient pcu> 
de òouuuU. 

Démonstration : on applique 3.1.1, 

LEMME 3.4.3.- Soient de* entlen* a,b,c,d vêll£lcLnt 

0 < a < b < c < d < n 

ET tel* que 

1) b-a = d-c = i > 2 

2) I l n'y a peu de AcuvU da.no ]a,b[ et dan* ]c,d[ 

3) I l existe un òajuut dan* [b,c] 
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Alors on a Z£SQ (3.3). 

Démonstration : Les conditions 1) et 2) et le lemme 3.4.2 entraînent que M, K , 
ja,Dj 

et M, ,, sont des BT0 . Notons d1 la dimension de M. , , et d 0 celle de Jc,d] a 1 ]a,b] 2 
M ]c,d] • d . b 

La multiplication par p dans se factorise à travers M̂  et induit, 
par passage au quotient un morphisme t : M-, ,-.—* M-, K 1 , qui est un isomorphis-

jc,aj ja,Dj , , 
me sur la fibre générique. La différente de M, est engendrée par p 2 , 

hd Jc,c+ij 
celle de M-ĵ -j ^ par p 1 . Comme i l y a un saut dans [b c ] , on a d̂  > . 
Par suite t n 'est pas un isomorphisme, et donc (3.3.1), l û 6^ . 

THÉORÈME 3.4.4.- Soit Mn un O-schéma en groupes corimutatli, {Inl et plat, t e l 
que Mn00 « (2Z/pnZZ)h et solX 6 Q V entier détint dans 3.3 . 

Alors, s i n> (he+1) max(1,ô^), I l exÂAte un unique plus grand Intervalle 
[r,n-s] c [0,n] t e l que r+s <he Max(1,6^) et tel que Mj r n _ s j soit un 
B Tn-(r+s) " 

COROLLAIRE 3.4.5.- Posons ô = 6Q h = he MaxOjô^) . A£O/L6, -ÔX n>2<5 , M̂  
est un BT 9 . . n-zô 
Démonstration du théorème : d'après 3.4.1, i l y a au plus he sauts et ceux-ci 
découpent [0,n] en au plus he + 1 intervalles. Vu l'hypothèse faite sur n , 
l 'un au moins de ces intervalles a une longueur £>max(1,ô^) . D'après 3.4.3, 
un te l intervalle est unique ; notons le [r,n-s] avec r<n-s . Alors r + s est 
la somme des longueurs de au plus he intervalles, de longueur au plus 
maxC1 > donc r + s ^ he max(1,6^) 

Démonstration du corollaire : on peut supposer h > 0 . On a alors : 

n>2<5 = 2he Maxdjô^) Z (he + 1)Max(1,6^) 

donc on peut appliquer le théorème 3.4.4. D'où un intervalle [r,n-s] t e l que 
r + s^he Max(1,6^) = ô . Par suite [ô,n-ô] c [r,n-s] et comme M, r n _ s . est un 

^n-Cr+s) >M]ô,n-6] est un BTn-26 • 

Commentaires 3.4.6.- La valeur de ô donnée dans 3.4.5 n 'est pas du tout sa t i s 
faisante. Cela est dû à notre majoration du nombre des sauts, qui est très gros
sière, et sans doute aussi au fait que nous n'avons pas t i ré le meilleur part i 
possible des résultats de Fontaine. 
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4.- HAUTEURS ET ISOGÉNIES : THEOREMES DE FINITUDE 

Dans ce paragraphe, on établi t le théorème de finitude énoncé dans l 'introduc
tion avec des bornes effectives, précisées dans 4.4.8. 

4 . 1 . - "Belles p-isogénies" 

Définition 4.1.1 : Soient K un corps local ou global (1.0), AK une K-variété 
abélienne, dont le modèle de Néron A sur Spec(0) est semt-stable.. 

Soient p un nombre premier, n et h des entiers >0 . On dit qu'une K-isogé-
nie u K : Ajç—> B̂ . est une belle p-isogénie, de niveau n de p-rang h , s i son 
extension u° : A0 > B° , aux modèles de Néron connexes, a un noyau M qui 
vérifie les conditions suivantes : 

1) M(K)~(Z/p n2Z) h , 

2) Pour toute place v de 0 , la partie finie (1.2) My de M en v est un 
BTn sur 0 y . 

Notons que la condition 2) équivaut à la conjonction des 2 propriétés suivantes: 
A 

2 i) Pour toute place v de 0 , où Â  n'a pas bonne réduction, Mv.(Ky) est 
un facteur direct de Md^) (donc est de la forme (Z/pnZ)*V) , 

/S. 
2 i i ) Pour toute place v de 0 au-dessus de p , est un BTn sur 0 y . 
On note d v la dimension de Mv (Exp. VI 2.2.2). (Bien sûr, 2 i) pour v|p est 
est conséquence de 2 ii) ) . 

Exemples 4.1.2.- a) (niveau 1). Si aucune place v|p n'est ramifiée, toute iso
génie de noyau annulée par p est belle de niveau 1. En effet, la condition 2 i) 
est automatique et la condition 2 i i ) est réalisée d'après 3.2.1. 1). 

b) cas peu ramifié). Si toute place v|p a un indice de ramification < p - 1 , 
(donc p ^ 2), la condition 2 i i ) découle des autres dès que n^2 d'après 3.2.1. 

Pour une belle isogénie, la différente de M (1.3) en une place v|p 
se calcule au moyen de la dimension locale d y de Mv . En effet (Exp. VI 4.9 i i ) ) 

yf- nd v 

Dans le cas d'un corps K global, on a donc : 

Norme Û / 2 ( ^ M ) = p n ( v f p [ V W . 

On déduit alors de 1.4.2 le corollaire suivant : 
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COROLLAIRE 4.1.3.- Vans le cas d'un coups global K , pouA qu'une, belle, p-lsogé-
nle, de, p-Aang h , consenve le, deghz d'AAakelov, ¿1 ^aut eX ¿1 su^ÀX, que, leM 
dimensions locales d v du noyau M vêil^lent : 

[K:Q]h/2 - y y ' 

4.2.- Déterminant du noyau d'une belle isogénie 

4 .2 .1 . - Pour p premier et n entier, on note 

y n : Gai (K/K) —> (Z/p n Z)* II,p 

le caractère qui décrit l 'action de Galois sur les racines pn-èmes de l 'unité 
upn(K)oK . 

De même x ^ '• Gai (K/K) *-7L* est le caractère qui décrit l 'action de 
°°,P P _ _ 

Galois sur les racines de l 'uni té , d'ordre une puissance de p : u (K) = u M n(K). 
°°>P n P 

Lorsqu'il n'y a pas de risque de confusion sur le nombre premier p , on 

écri t simplement x n et Xœ au lieu de XR ^ et x^ . 

4.2.2.- Si est un K-schéma en groupes te l que M (̂K) ̂  (Z/p TL) , donc dé

cr i t par une représentation p : Gai (K/K)—^Glh(Z£/pnZ), on note det(MK) le 

K-schéma en groupes A^(MK)., décrit par le caractère : 

= A H P : Gai (K/K) — > ( Z / p n Z ) * . 

Nous allons étudier ¥[M ]̂ dans le cas où est la fibre générique du noyau 
M d'une belle p-isogénie. Commençons par t ra i te r le cas d'un corps local. Le 
lemme 4.2.4 contient l'information clé t irée de l'étude de la monodromie en une 
place de mauvaise réduction semi-stable ; le lemme 4.2.5 est en quelque sorte la 
justification, dans cet exposé, de la considération des BTn . 

4 .2 .3 . - Etude locale 

LEMME 4.2.4.- Soient K un coAps local, Â  une, K-vanleXé abéllenne, A0 -6on 
modèle, de, NéAon connexe Sun. 0 , supposé semi-stable, M„ un sous-schéma en 

o 
gAoupes {tnl de Â  , M V adhérence schématique de M̂  dans A , M la 
pantle iinie de M . MOKA le quotient M /̂M^ est non njamL̂ lé SUA 0 . 

Démonstration : supposons d'abord qu ' i l existe un entier m te l que MK soit 

le noyau ^A^ de la multiplication par m dans A^ . Comme A0 est semi-stable, 

le noyau mA° de la multiplication par m dans A0 est plat sur 0 , donc est 

égal à l'adhérence schématique de mA^ dans A0 . L'assertion résulte alors de 

[5] exposé IX , et plus précisément de la proposition 3.5 lorsque m est inversi

ble dans et du théorème 5.2 (5.2.2), pour m quelconque. 
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Dans le cas général, soit m un entier qui annule . On a M j ( c

m \ > 
donc Me A0 et par suite Me A0 . Finalement Me Mn_Â° et comme ce dernier m r

 л m m 
est fini sur 0 , M = MDmA° En particulier, sur la fibre générique, on a 
Л *0 Л АО 
^К = ^К Л m̂ et ^onc lXV^K eSt contenu ĉ ans пД(^пЛ K̂ * 
On vient de rappeler que ce dernier est non ramifié sur 0 ; i l en est donc de 

л 
même de M /̂M^ . 

LEMME 4.2.5.- Soient К un corps local et M un BTR [resp. ВТ) sur l'anneau 
0 des entiers de К , annulé par une puissance de la caractéristique résiduelle 
p de 0 . On suppose que xM <ust de p-rangh (4.1.1) [resp. de hauteur h) et 
soi t d sa dimension (Exp. VI 2.2.2.b)). Soit 4>[МК] le caractère de Gal(K/K) 
qui décrit la puissance extérieure h-ème de M„ . Alors on a : 

К 
I Inertie = xn|Inertie (resp. xf| Inertie) . 

Démonstration : quitte à remplacer 0 par la completion de l'extension maximale 
non ramifiée de 0 , on peut supposer k algébriquement clos. Le lemme n'est 
autre alors que le cor. 4.10 de Exp. VI. 

Remarques 4.2.6.- i) Historiquement, le premier résultat dans la direction de 
4.2.5 a été obtenu par Tate (cf [16] §4 Th.3), dans le cas d'un ВТ . En ut i l isant 
les décompositions de Hodge-Tate, i l montrait que У[M] coïncidait avec x f 
sur un sous-groupe ouvert du groupe d 'Inert ie. 

i i ) On doit également pouvoir établir 4.2.5 en mettant bout à bout quelques-uns 
des articles de Fontaine reliant les représentations de Galois d'un corps local 
à des structures de Dieudonné convenablement f i l t rées . 

C'est sans doute la méthode promise au plus bel avenir. 

COROLLAIRE 4.2.7.- Solent l un nombre premier et M le noyau d'une belle 
l-lsogénle, de niveau n , de rang h , définie sur l'anneau d'entiers 0 d'un 
corps local К et soi t [̂M ]̂ le caractère de Gai (K/K) associé à AhMK . 
Alors : 

1) SI £*p , caractéristique résiduelle de 0 , V[M ]̂ est non ramifié sur 
0 . 

2) SI il = p , ¥[MK]|lnertie = x^ p | I ne r t i e , ou d est la dimension de M . 

Démonstration : On a la suite exacte 
о — * Î M K — > м к — * м к / м к *0 

de Gai(K/K)-modules, libres sur Z/£ n Z d'après 4.1.1. Donc 
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y [ M K ] = v i > i K ] ¥ [ M K / M K ] . 

Le caractère [̂M /̂M ]̂ est non ramifié d'après 4.2.3. Pour &^p, ¥[MK] est 
évidemment non ramifié, et pour £ = p , sa restriction au groupe d' inert ie 
est p > d'après 4.2.5, d'où le corollaire. 

4.2.8.- Etude globale 

Posons G = Gai (Q/Q), H = Gai (K/K) qui devient un sous-groupe de G , une fois 
choisie un isomorphisme Q ~ > K . 

Sur les plus grands quotients abéliens, on dispose de l'homomorphisme de 
transfert ([12] VII §8) : 

œ V e r Gab ^Hab ' 
Rappelons quelques-unes de ses propriétés : 

a) Localisation . Soit £ un nombre premier et une clôture algébrique de 
. Pour toute place v de K divisant £ , choisissons une place v de Q 

au-dessus de v .Le choix de v permet de définir un plongement T— de Q 
dans et un diagramme commutatif entre groupes de Galois : 

V 
VwE H 

VwE 
V *-G 

où = Gal(Q£/(Q£) , = T_(K) Qjcfl̂  et = Gai ( % / V " 
De plus, les applications i^(resp. j - ) sont définies à conjugaison près par un 
élément de G (resp. H) . On en déduit pour tout v un diagramme commutatif 
indépendant du choix des relèvements v : 

VwE ab 
VwE Hab 

( V a b ^ G a b • 

Par ai l leurs , on dispose des transferts locaux (Ver) v : (G )̂ , *"^\Pàb 

et on a 

(2) Ver o i = E j„o(Ver)„ 
vU V V 

b) Norme. L'application composée 

«Vab — V CVàb ^ « V * 
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(3) est la multiplication par le degré local [KyiQ ]̂ . 

c) Passage au corps résiduel. Notons (resp. I ) le sous-groupe d ' inert ie de 
G^ (resp. de H )̂ . On a des suites exactes : 

' — \ — \ ^ G a l ( V V — " 

1 -> I y > \ * GaKF^ A v ) » 1 

et une application de transfert 

ver" : GaKF^/Fp \> GalCF^/y 

qui envoie le Frobenius ify en l sur le Frobenius cpy en v . 
Si e y est l ' indice de Ramification de Ky sur (Q̂  , on a alors le diagramme 

commutatif : 

(4) (Ver)v 

VwE can Gal(FÄ/FÄ) 

<Väb 

e v Ver 

G a K F ^ ) 

THÉORÈME 4.2.9.- Soient p un nonbue pnemLex et u° : A 0 —*B° une bette 
p-Z&ogéniz, de noyau M , de niveau n , de Hong h (4.1.1). 

Poiom W = ft^J o Ver : G = Gal^/Q)^—> (Z/p n Z)* . Mou : 

W = \ , v >
 o û d = v ] v V W • 

Démonstration : d'après 4.2.7, s i l est un nombre premier i p , ¥[MK] est 
non ramifié en toute place v de K divisant £ . I l résulte alors de (2) et (4) 
que ^[M^] est non ramifié en £ . ^ 

Toujours d'après 4.2.7, s i v|p , ¥[M K ] | l v = X n p | ï v • H résulte alors de 
(2) et (3) que y M K ] | l p = £ p | l p . 

Alors ^o^K^^n^p est 1X11 caractere de G partout non ramifié, donc t r iv ia l 
puisque TL est simplement connexe, d'où le théorème. 

Remarque 4.2.10.- Partant de , c'est-à-dire d'une représentation p de H 
dans V= (Z£/pn2Z)k , une autre façon naturelle de lui associer un caractère de 
G , consiste à induire p de H à G , puis à prendre le déterminant. Le caractère 
ainsi obtenu est l ié au transfert par la formule : 

det(Ind^(p)) = eh(det(p)oVer) , 

où e(g) , pour g € G , est la signature de la permutation définie par g 
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opérant par translation sur G/H (cf.[11] p.130, exer.) . Ce caractère e h 

peut introduire des ramifications parasites en les nombres premiers l 
ramifiés dans 0 , contrairement au transfert. 

4 .3 . - Degré d'Arakelov d'une variété abélienne et belles isogénies 

4 .3 .1 . - Dans la suite on considère un corps global K (1.1) et une K-variété 
abélienne Â  ayant réduction semi-stable A sur Spec(0) . Soit une variété 
abélienne isogène à Â  et B son modèle de Néron. On va comparer le degré 
d'Arakelov de o)g à celui de a)̂  . 

4.3.2.- Commençons par rappeler l'argument galoisien, du à Faltings, montrant 
que certaines isogénies, "extraites" d'un sous-groupe p-divisible de A , 
conservent le degré d'Arakelov. 

Soit donc p un nombre premier et soit = u (M n )^ un sous-groupe p-divisi
ble, de Â  , de p-torsion, où (M )„ désigne le noyau de la multiplication 
par ^n dans . Supposons que pour tout entier n^O , l'adhérence schéma
tique Mn de (Mn)K dans la composante connexe A0 de A , soit le noyau d'une 
belle p-isogénie (4.1.1) : 

o Ao . ¿0 
u n : ^ B ( n ) • 

Alors la condition 2 i) de 4.1.1 entraine que pour toute place v , de mauvaise 
^ _ y\ 

réduction, U (M ) (K ) est p-divisible, où M désigne la partie finie de 

Mn sur C>v . La condition 2 i i ) signifie que = U Mn est un BT sur 0 y 

pour toute place v|p . Soit d v la dimension de et h la hauteur du 
groupe p-divisible , donc aussi le p-rang des groupes Mn . 

Notons ¥[MK] le caractère de H = Gai (K/K) associé à Ah M̂  et soit 
H,

Q[MK] = o Ver . I l résulte de 4.2.9 que ^[M^ = x j ^ avec 

d = Z cV [ V « ! ] ^ 
v|p 

Soit l un nombre premier distinct de p , non ramifié dans 0 , te l que 

AK a i t bonne réduction en toute place de 0 divisant l . Alors ^[M^] est non 

non ramifié en l ; soit X sa valeur sur le Frobenius cp̂  en i . D'après le 

calcul précédent, X = ^ . Mais d'autre part, les résultats de Weil appliqués 

aux réductions de A sur les corps finis au-dessus de F̂  entraînent que X est 

un entier algébrique qui dans tout plongement complexe a pour valeur absolue 

£h[K:Q]/2 ^ DQnc d = n [ K . Q ] / 2 et d'après (4.1.3), chacune des isogénies u° 

conserve le degré d'Arakelov. 

Dans ce qui sui t , nous allons adapter cet argument à de belles p-isogénies, 
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non nécessairement extraites d'un sous-groupe p-divisible de . 

4 . 3 . 3 . - On choisit un nombre premier l te l que AK a i t bonne réduction en toute 

place v de 0 divisant l (mais l peut être ramifié dans 0 ) . A part i r 

de l , on va pouvoir contrôler l 'ef fe t , sur le degré d'Arakelov, des isogénies 

de degré premier à l . Pour t ra i ter les £-isogénies, i l faudra u t i l i ser un autre 

nombre premier V , à la place de l . 

Pour toute place w de 0 divisant l , on note e w l ' indice de ramification 

de 0 W sur 7LIm et r^ le degré résiduel [k^iF^l . Soit Â  = A QQK̂  Qui est 

une variété abélienne sur le corps fini . 

Pour tout nombre premier p , soit T^CA^) le module de Tate de A]^ 

re la t i f à p ; c 'est un ZZ -̂module libre de rang 2 dim Â  = 2g muni d'une action 

continue de GaKk^/k^ . D'après les résultats de Weil, le polynôme caractérist i

que de Frobenius cp̂  en w est un polynôme à coefficients entiers, indépendant 

du nombre premier p ? l , ne dépendant que de la classe d'isogénie de Aj^ , 

donc de la classe d'isogénie de Â  . De plus, pour tout plongement Q dans (E , 
r /2 

les racines de ce polynôme caractéristique ont pour valeur absolue l w 

Pour p premier f l , soit u° : A 0 —* B° une belle p-isogénie, de niveau 

n, de rang h ( 4 . 1 . 1 ) et soit M son noyau. On associe à M le caractère 

Y [Ml • Gal(K/K) —> (Z/pn2Z)* et son composé avec le transfert 
¥Q[M] : Gal(Q/Q) y (2Z/pn2Z)* . 

Alors yQ[M] est non ramifié en l ; soit sa valeur sur le Frobenius 
en Z . 

Les informations locales en p , fournissent un premier calcul de . 

En effet, d'après 4 .2 .9 , on a YQ[M] = p > o ù d = 2 W V ' d v é t a n t 

la dimension du BTn , donc : V | P 

(1 ) T £ = £d mod p n . 

Utilisons maintenant les résultats de Weil. Pour w|& , la fibre M ®Q\J 
de M au-dessus de k^ correspond à un facteur direct de rang h du 2Z/pnZ-module 

T p ( A ^ w ) / P ^ T p > stable par l 'action de Gai(1^/1^) . Prenant les puissances 

extérieures h-èmes, on trouve un facteur direct de rang 1 du Z/pnZ-module 

A^TpC^^/p^^TpCA^ , sur lequel <Pw opère par multiplication par 

T w e (Z/p n Z)* et l'on a T w = «M]ft\p . 
Si P^ w désigne le polynôme caractéristique de tpw opérant sur A^T^CA )̂ 

on a donc : 

(2) VwEVwEVwEVwEVwEVwE 
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D'après 4.2.8, formules (2) et (4), on a : 

Notons alors E , le TL [Gal(F p/Fn) ]-module qui a même espace sous-jacent 
V. P ' j P A, 

que ^ * p ( \ ^ » mâ -s sur lecmel ^ opère comme opérait ^ . Finalement, 
considérons le produit tensoriel sur TL des représentations E , de 

p p,n,w 
G a l ( F ^ ) : 
(3) EвEVwEVwEVwE 

Dans le 2 / p n TL -module Ê  ^/рПЕр ^ , on dispose donc d'un facteur direct de rang 
1, stable par Galois, canoniquement associé à M , sur lequel cp̂  opère par 
multiplication par . 

Soit alors P̂  le polynôme caractéristique de cp̂  opérant sur Ê  ^ . 
C'est un polynôme à coefficients entiers, indépendant de p ф % , ne dépendant 
que de la classe d'isogénie de et dont les racines, dans tout plongement 
complexe, ont pour valeur absolue £(w/£ rw ew)h/2 = ^[K:Q]h/2 Q t V ç ) n a 

(4) P h(x £) = 0 mod p n . 

Les formules (1) et (4) résument les informations sur que nous allons utili-
ser. 

Considérons alors l'ensemble fini de puissances de l de la forme 

« d a V 

(5) p = , M € I h 

t e l que : 

a) d^ entier ^0 , d a й Miniiium(dimA ,̂h) = Minimum (g ,h) 

b) n entier > 1 , I n = [K:Q] 
a a a c) I d n * [K:Q] h/2 . 

a a a 
Alors aucun des м n 'est racine de P̂  puisque celles-ci , ont pour valeurs 
absolues complexes ¿[^.(№/2 ^ ^om. 

(6) = P h(u), M € I h 

est un entier non nul. 

THÉORÈME 4.3.4.- Pour p premier, p Ф i , et роил h entier, 1 < h < 2dim AK - 1, 
notons Пр ^ l e puis grand exposant m tel que. p m divise Vun des a^ 
définis par (6), u€ 1^ . Alors, pour toute YL-variéte abélienne A^ , K-isogène 
à AK , toute belle ip-isogénie de source Â  , de p-rang h , de niveau n > n^ ^ 
conserve le degré dtArakelov. 
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Démonstration : Soit M le noyau d'une te l le isogénie et pour toute place v|p , 
notons d la dimension de M . Posons d = Z dv[Kyr:Q ] . I l nous faut montrer 

y | P d que [K:Q]h/2 = d ( 4 . 1 . 3 ) . Or, s ' i l n'en é ta i t pas ainsi , le nombre i serait 

de la forme (5) , pour un certain u € 1^ . Or d'après ( 1 ) et ( 4 ) , on a : 

P h a d ) = 0 , mod p N 2 

Comme n>n^ ^ , cette congruence contredit la définition de n^ ^ ; donc 

d= [K:(Q]h/2 \ 

Gardons les notations de 4 . 3 . 4 . Pour p premier, p ^ il , posons 

i\p = maximum n p n > 1 = h = 2g-1 , où g = dim . 

Soit S l'ensemble fini de nombres premiers p , p ^ i , te ls que np > 1 . 
Soient N le nombre de places de 0 au-dessus de £ et M = (^g)N y ( 0ù 

n g 

(m) désigne le coefficient du binôme usuel). Le corollaire suivant donne alors 

une majoration effective des éléments de S et des exposants n^ : 

COROLLAIRE 4 . 3 . 5 . - VOUA tout pES , on a : 

(7) p

n P s 2 M A I K : « ] 8 * . 

Démonstration : Reprenons les notations de 4 . 3 . 3 . Pour tout w 11 , le Z^-module 
E p h w est de rang ^ * ' donC E p h est de rang ^h 8^N = ^ i = M • 

Par ai l leurs , d'après ( 5 ) , pour > on a : 

y ^ [ K : Q ] Min(g,)<£[K:Q]g 

Comme les racines du polynôme unitaire sont de valeur absolue complexe 

t [K:«]h /2 S i K:Q]g 

VwEVwEVwEVwEVwEVwEVwEVwEVwEVwEVwEVwEVwE 

d'où le corollaire. 

COROLLAIRE 4 . 3 . 6 . - Soit R Vensemble des nombres pAemient> Aamifiiés dans 0 

et soi t Â  une K-va/Uété abélienne, K-ibogéne à AK . 

1) Toute K-¿60génie A^—> de degxé pAernlen. à il u Ru S conserve le degAé 
d'AAakélov. 

2) Toute belle ^-iso génie A ^ — d e niveau, n , avec p i l et n>n^ , 

consente l e degié d'Anakelov. 

Démonstration : L'assertion 2) résulte immédiatement de 4 . 3 . 4 et de la définition 

de n^ ( 4 . 3 . 5 ) . Pour établir l 'assertion 1 ) , on se ramène par dévissage au 
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cas d'une p-isogénie avec p premier, p^JlURUS , puis au cas où le noyau de 
1'isogénie est annulé par p . L'isogénie est alors automatiquement une belle 
p-isogénie de niveau ^1 (4.1.2 a)) et l 'assertion résulte encore de 4.3.4 
et du fait que n =0 . 

P 
Enfin, notant que la borne obtenue dans 4.3.5 ne dépend que de 0 et de g 

on obtient le corollaire suivant : 

COROLLAIRE 4.3.7.- Soient l un nombre pAemleA, g un entleA>0 , 3" l'ensemble 
de* nombre* pAemieAS p , p & , tel* que p ^ 2M j^K:Qlg M (4.3.5). 

SOÂX JK une K-vanlété abélienne, de dimension g , ayant rédaction semi-
stable SUA 0 et bonne réduction en toute place divisant l . 
1) Toute K-lsogenle de sounce J K , de degté pAemleA à S , consente le degté 
d'Anakelov. 

2) SI p € S U s i n est un entlen toi que p n > 2M £ [ K : ( ^ ] S M , toute belle 
^-Isogénie, de niveau n , de sounce J K conserve le degié d'Anakelov. 

4.4.- Degré d'Arakelov et isogénies, cas général 

4 .4 .1 . - Soit M un 2Z-module de type f in i , annulé par une puissance d'un nombre 
premier p . I l existe deux suites d 'entiers, uniquement déterminées : 

0 < n 1 < . . . < n r et d 1 , . . . ,d r 

te l les que M^(Z/p n1) d1 9 . . . © (Z /p n r ) d r . Nous appellerons les entiers n ± 

les exposants élémentaires de M . 
Notons Mn le noyau de la multiplication par p n dans M . Alors les quotients 

NL /frL sont des S/p ^ n i~ n i -1 ) -modules l ibres, de rang d. + . . . +d (en con-
" i ^i-1 i r 

venant que = 0) . Si de plus un groupe G opère sur M , les sous-groupes 
o 

^ sont évidemment stables par G . 

4.4.2.- Soit de nouveau K un corps global, Â  une K-variété abélienne de 
dimension g , ayant réduction semi-stable sur 0 . Soit T l'ensemble des 
places de mauvaise réduction et |T| son cardinal. On s'intéresse aux K-variétés 
abéliennes Â  , K-isogènes à AK . 

LEMME 4.4 .3 . - SoÂ£ p un nombre phemlen et SOÀX U r : A^— une ip-lsogénle 
de noyau M̂  . Notons n^<...<n la* exposants élémentaires de MK(K) . 
Mon* on a r ^ 2g et \xv se ^actoAise en r Isogénies (u.)„ , telle* que 

— n * —n • 1 1 Jv 

KerCu^ (K) soit Ubne SUA (Z/p 1 x " ' ) . 

C'est c la i r . 
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ШМЕ 4.4.4.- Soit p un nombre premier et u K : — une K-lbogénle de 
noyau , avec (К) ̂  (ZZ/p11)*1 , u° son extension aux modèles de Néron 
connexes, M = Ker(u°) . 

Pour v€T , place de mauvaise réduction, notons la partie finie (1.2) 
de My = M 0 v et 40¿t m 1<...<m s £a réunion des exposants élémentaires des 
groupes \ ( \ ) > v£T . 

Alors on a s ^h|T| et se factorise en s isogénies, dont Vextenslon 
aux modèles de Héron connexes, a un noyau M ,̂ i = 1 , . . . , s , vérifiant les 
propriétés suivantes : 

m.-m- 1 л 
1) Mi(K)^(2Z/p 1 1 - 1 ) n , 

y\ _ _ 
2) Роил ¿ou¿ v€T , (M i)v(Ky) est facteur direct de M^Y )̂ . 

Etablissons d'abord un lemme. 

LENME 4.4.5.- Soient К un corps local (1.0), une K-variété abéllenne de 
rédaction semi-stable, : A^—^ une K-l&ogénle, v° : A0 —> B° son 
extension aux modèles de Néron connexes, N' = Ker v° . 

Soit Njç un sous-schéma en groupes fini de Â  qui contient N£ , et soi t 
Nj£ son Image par dans BK . Notons N (resp. N") l'adhérence schématique 
de NK(resp. NJp dans A0 , (resp. B°) . Alors 

(i) l e morphlbme N—> N" , Induit par v° est fidèlement plat, de sorte que 
Von a une suite exacte (fppf) de 0-schémas en groupes : 

0 * N' * N > N" > 0 

(i i) La suite , déduite de la précédente, en prenant les parties finies 

0—* N' —> N—• N"—t 0 

est aussi exacte. 

Démonstration de 4.4.5 : Comme v° est plat (1.1), l'image réciproque de N" par v° 
est plate sur 0 , et par suite coïncide avec N . Comme v° est fidèlement 
pla t , i l en est de même de N—» N" d'où la première assertion. La seconde s'en 
déduit par complétion le long des fibres fermées. 

Remarque 4.4.6 : les assertions i) et i i ) du lemme 4.4.5 ne sont plus nécessaire
ment vraies s i on travaille avec les modèles de Néron, au lieu des modèles de Néron 
connexes , car l'isogénie v : A—» В n'est plus nécessairement fidèlement plate. 
Le lemme 4.4.5 est d'ailleurs la seule justification, dans cet exposé, de l 'utili-
sation des modèles de Néron connexes. 
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Démonstration de 4.4.4.- Pour tout v€T , M^C^) est un sous-groupe de 
M(Ky) , donc a au plus h exposants élémentaires, d foù s^h |T | . 
Pour i = 1,...,s , soit le quotient de par 0 \ . ) K > et soit 

( u ^ : (A i _ 1 ) K —> CAi)K l 1 isogénie naturelle de noyau ©V^/CN^ • 

Alors u^ est le composé (u s )^o.. .o (u^)^ . Notons u? l'extension de Cu^)^ 
aux modèles de Néron connexes et montrons que u? vérifient les propriétés 1) 
et 2) de 4.4.4. 

La propriété i) est évidente. Prouvons 2). Le noyau de l 1 isogénie naturelle 
(A1)° —> A° est = Ker p m i : M—*M . Le lemme 4.4.5 entraîne que 

Ker u? = M /M . 1 

1 i m i"1 
Soit v€T . Posons pour simplifier N = M(Ky) , N = My(Ky) - Alors 

0 Q V ( V =N m . , pour i = 1,...,s . 
D'après le lemme 4.4.5, la partie finie en v de Ker u° = Mm /M^ , est 

le quotient des parties finies (Mm ) y et (Mm ) , donc a pour points dans 

K , N /N . Vu le choix des m. , le groupe N /N est libre sur 
v ' nu m^_^ 1 m i m±-î 

2 /p m i m i -1 9 donc est facteur direct dans M m • D'où la propriété 2). 

4.4.7.- Pour obtenir de belles p-isogénies, i l nous faut maintenant considérer 
la propriété 2 (ii) de 4.1.1, et donc tenir compte de l'affaissement des parties 
finies Mv , pour v|p . 
Pour p premier posons : 

Ap = f 0 s i p ï 2 et s i p n 'est pas ramifié dans 0 , 

[ 2g Maximum(e , e ô y) sinon, 
v|p 

où l 'on a posé comme dans 3.4.5 : = différente de 0 sur TL , 
va l y = valuation de 0 y qui vaut 1 sur une uniformisante, 

ô y = partie entière de + va l y ( • 

Soit alors M le noyau d'une p-isogénie u° : A0—*B° qui vérifie les condi

tions de 4.4.4 : 
— n h /\ _ 

1) M(K)^(2Z/p TLy , 2) pour toute place v de mauvaise réduction, ( \ ) 

est facteur direct de mCK̂ j . 

Pour tout n' , notons M^.j l'adhérence schématique dans M du noyau de la 

multiplication par p n dans . 
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Supposons n^2Ap . D'après 4.4.5 ( i ) , 1*isogénie u° se factorise en trois 
isogénies, entre modèles de Néron connexes, de noyaux respectifs : 

M{A } ' M{n-A }/^I{A } ' My/M{n-A } * Notons Que chacune de ces isogénies vérifie 
P П P P П P 

encore l'analogue des conditions 1) et 2) ci-dessus, comme i l résulte de 4.4.5 
i i ) . De plus, on déduit de 3.4.5 et 3.2.2 que l 1isogénie médiane est une belle 
p-isogénie, de niveau n-2Ap . 

Nous résumons les résultats obtenus dans 4.4, par le corollaire suivant : 

COROLLAIRE 4.4.8.- So^t Â  une K-variété abélienne, de. dimension g , ayant 
réduction seml-stable Sun, 0 et mauvaise rédaction en au plus |T| places. Mors 
pour tout nombre premier p , toute ip-lsogénle u^ : Â  —* se ^actonJjse en 
4g 2 |T| belles ip-lsogénles et 8g 2 |T| Isogénies de degré й p ^ 2 g . 

Combinons maintenant 4.4 avec les résultats de 4.3. 

THEOREME 4.4.9.- Soient T un ensemble filnl de places de 0 , de cardinal |T| 
£ et £' deux nombres premier* distincts te ls qu'aucune place de T ne divise 
£ oa £' . SOAX R Vensemble des nombres premiers ramifiés dans 0 . 

SoÂjt AK une K-varlété abélienne, de dimension g , ayant'réduction semi-
stable sur 0 et bonne rédaction en dehors de T . 

Pour tout p premier, on a défini des entiers A p ^0 (4.4.7) , ne dépendant 
que de 0 et de g , nuls si p£ {2} UR . 

Pour tout p premier ф £ , on a défini dans 4.3.5 des entiers n^>0 , dé
pendant de AK et de £ , nuls en dehors d'un ensemble £lnl S , te ls que 
pour p€S , on a : p 1 ^ й 2M J K : ( W g M où N est l e nombre de places de К 
au-dessus de i et ( 2 g ) N . 

Remplaçons £ par et prenons p = £ , on obtient un autre entier n p 

noté n £ t , tel que £ l > l ' < 2 M ? £ , [ K : < I ) ] g M ' , où N' est l e nombre de places 
de £f au-dessus de £* et M' =(^ g ) N ? . 

Considérons les K-variétés abéliennes B^ , K-lsogénes à Â  . 

1) L'ensemble des hauteurs des variétés abéliennes BK est i ln l , de cardinal 

majoré par : 

[ П ((2A+n ) 8g3[K:Q]|T| +1)] ((2Ap + n Л 8g3|T|[K:Q] + 1) . 
p€RUSU{2} p p x, 

p^£ 

2) On a : 

|h t (A K ) -ht(B K ) | * [ ( Z (2Ap + np)Log(p)) + (2A£ + n^ f )Log(£)]2g 3 !T| . 

р^Я 
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Démonstration : Rappelons que s i B est le modèle de Néron de B^ sur 0 , 

la hauteur de B^ , ht(BK) , est degCo^/tKiQ] . 

Pour établir le théorème, on peut, d'après 4.3.6, et quitte à remplacer 

par une K-variété abélienne isogène, se borner à étudier les p-isogénies pour 

p € £ U RU S . 
2 

D'après 4.4.7, une p-isogénie se décompose en 4g |T| belles p-isogénies et 

8g 2 |T| isogénies de degré û p^P^g . 

D'après 4.3.6, toute belle p-isogénie de niveau n>n^ , pour p ^ l , et de 

niveau n>n^ ^ , pour p = £ , conserve le degré d'Arakelov. 

Enfin, i l résulte de 2.1.4, que s i u : A >B est une p-isogénie de degré 

p n , deg(u)A) - deg(o)g) peut prendre au plus 2n[K:Q] +1 valeurs et que l'on a 

IhtCAjç) - ht(BK) | £^ log(p) . Plus généralement, ces majorations s'étendent au 

cas où on passe de A à B par une suite finie de p-isogénies dont le produit 

des degrés est û p n . 

D'après les considérations qui précèdent, pour contrôler les p-isogénies qui, 

a pr ior i , ne conservent pas le degré d'Arakelov, on peut prendre 
n = (Ap 2g) 8g 2 |T| + (n p 2g) 4g 2 |T| = (2Ap + n p ) 8 g 3 1T| , pour p * l 

et n=(2A £ + n £ v ) 4g 3 |T| « pour p = £ . 
On obtient alors l 'assertion 1) (resp. 2)) du théorème en prenant le produit 

(resp. la somme) des majorations relatives aux différents "mauvais" nombres 
premiers p . 
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Exposé VIII 

ENDOMORPHISMES DE VARIÉTÉS ABÉLIENNES 

Marguerite FLEXOR 

Cet exposé a pour raison essentielle de montrer que pour K un corps de 
nombres : 
(I) : touta cùu&a d'ÂAoganl&> da K-v&ru.ata& abatcannaA aht aon^titxiaa d'un 

nombre. h<Lnl da c£o64e4 d'<uomoà.pkiai> 

(II) : VacXÂjon da Gal(R : K) &UA V (̂A) 06t t>ml-*Âmpla, pour toute variété 
abélienne A définie sur K . 

(III) : La conjacAitia da Tata sialcLtlva aux andomoiphumaii da vcvUataA abalLannaA 
dî ÂjiidM 6un K . 

Ces résultats, nous les obtiendrons à part i r de 1*énoncé de finitude, démontré 
au chapitre IV : 

(R^ : SI K a&t un coup* de nombfiaA, (g,n,h) da& antianA, IL n'y a qu'un nom-
btia £lnl do, clcu>A£6 d'ÂAomotipklQA da vasUata* ab2.tiennes poZoÂÀAaoA (A,0) 
da cLLmojuZûn g , da dagia da poùinÂAcuUjon n at da kautauA, da Va£bLng& 
h F a l t ( A ) < h , 

et de l1énoncé plus précis, re la t i f à une classe d fisogénie (ch. VI). 

(R2) : Se K <u>t un coup** da nombuzA, A una vcvU&ta abatlanna 6aml-Atabla AUA 
K , ÂJL n'y a qu'un nombtia &ÂJU. da veutausu po^ÂJûta^ poun, tat> kautwAA 
hp a l t (B) , doj> vcvilata& abaLLanna* B YL-l&OQàn<u> à A . 

Lorsque K est de type fini sur son corps premier, les énoncés ( I , I I , I I I ) sont 
vrais , à condition de ne considérer dans (I) que des isogénies de degré premier 
à la caractéristique. Si car(K) >0 , ceci a été démontré par J . Tate ([T-2]) 
pour K fini et par Zarhin ([Z]) et Mori ([Mo]) lorsque deg tr(K : F^) > 0 . 
Si Car(K) =0, ceci est dû à G. Faltings ([F]). On trouvera dans la suite de ce 
séminaire une démonstration de ce dernier cas. 

Beaucoup d1arguments, dans ce qui sui t , ne dépendent pas de manière spécifique 
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de la nature du corps K . On suppose donc seulement K de type fini sur son 
corps premier et i l est explicitement indiqué là où l'hypothèse K , corps de 
nombres, est essentielle. 

Notations : Si K est un corps, K sa clôture algébrique, G = Gal(K : K) et s i 
A est une variété abélienne définie sur K , A = Ax^K et A* désigne la 
variété abélienne duale de A . Pour tous entiers m^ 1 , l premier à la carac
téristique de K , on pose : 

Am = Ker(Â—-—>A) = noyau de la multiplication par m 

T (̂A) = lim A^n = 7L̂  -module libre de rang 2 dim A 

V,(A) = T A c A ) e z < f e . 

1.- FINITUDE DES CLASSES D'ISQMORPHIES DANS UNE CLASSE D'ISOGÉNIES 

Nous allons voir que dans (Rp , l'hypothèse sur le degré des polarisations 
n 'est pas nécessaire. 

PROPOSITION 1.- (Zarhin) : SI A a&t une. vasUeté abe.JUe.nm di^inie. 6UK un coup* 
K , B = A 4x (A*)4 2At une. vcvUêté abiZÂJinne. pnÂjncÂjpalemeyvt poùvuAée.. 

La démonstration esquissée ic i est une copie presque fidèle de celle donnée 
par L. Moret-Bailly dans [M.B ] , lui-même inspiré de notes de P. Deligne. 

Soit \p : A >A* une polarisation de A , i .e est un homomorphisme te l 
que s i Â = AxKK , ip = x : A >A* est défini par un faisceau inversible 
ample L sur Â , i .e \J7 = 4>L (si xeÂ , T x la translation par x , 
$L(x) = classe de T*L 0 L - 1 dans Â*) . 

Soit T un Z-module libre de rang r , A®T est une K-variété abélienne isomor-
2Z 

phe à A et on a un isomorphisme canonique : 

(A8ZT)*^A*®.ZT* 

où T* = Hoirie (T,Z), (A ® T) * = duale de A8UT . 
IL ^ IL 

Soit B : T x T—>7L une forme bilinéaire non dégénérée, b : T—»T* l'homomorphis

me correspondant. On lui associe de manière naturelle 

^ =iJ0b : A 0 s T -> (A®ZT)* 

Clairement ^ est une isogénie, de plus ^ est une polarisation s i et seulement 

s i B est symétrique, définie positive. (En effet, i/̂  est de la forme <j>L , 
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L faisceau inversible sur Ax^T s i et seulement s i la forme de Riemann définie 

sur T£(A®ZT) 
(x®t,y®t ' ) >e £ (x®t , \ ( y ® t ' ) ) = B(t,t')e £(x,ljî(y) 

est alternée (cf. [M] page 188, théorème 2) et est une polarisation si B est 

symétrique définie positive ) . 
On suppose désormais B symétrique définie positive. Posons 

K = Ker ]p et A/K A* . 

Prenons T de la forme N @ N , où N est un 7L-module l ibre. On a les identi
fications suivantes : 

can can 
A®ZT — - — (A8ZN) x (A®ZN) —^— (AxA) Q̂ N 

{0} x (K®2N)^-(A0Z N) x (A®2N) 

et (A^N) x (A® z N)/ { 0 } x ^ M (A02N) x (A* ^ N ) 

\l 
(A x A*) @ZN 

Posons 0 : (AxA)®zN • (AxA*)®zN l'isogénie de noyau {o} x (KÔ^N) . 
La polarisation définie sur (AxA)®^N provient d'une polarisation 
$ sur (AxA*)®^N s i et seulement s i ([M] corollaire du théorème 2 §23, 
p. 231) : 

a) Ker 0 c K e r ( i l en est ainsi : K e r 0 c KS^TcKer ij^) 

b) s i e est la forme alternée Ker ij^ x Ker \^ ->(£ associée à i/̂  , 

e 'Ker0 xKer0 " 1 * 

Si d = deg i|/ , supposons que la forme bilinéaire induite par B sur {0} x N soit 
divisible par d , alors on a effectivement 

*b 
e ker ©xKer © = 1 * 

Vérifions : s i xSneKB^N , y®meK®zN 

e \ ( 0 , x ® n ) , (0,y®m)) = B((0,n),(0,m))e*(x,y) e d 2 e*(x,y)Z . 

Comme x€K , d 2x = 0 et d2e*(x,y) = e*(d2x,y) = 0 . 
Calculons deg $ : 

* « • • ^ „ № 9 • № " ) 2 r g ; d t o k " E ' 2 g • « 2 r y » 2 8 • ( * . « * 
a d 
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Résumons : pour prouver la proposition, i l suffit de trouver une forme bilinéaire 
symétrique définie positive B sur un 7L-module libre T = N@N dont la res t r ic-

2 
tion à {0} x N est divisible par d et dont le déterminant est égal à 1. 
Voici une solution particulière : 
T = IH @ IH , H = algèbre des quaternaires a + b i + c j +dk 

(a,b,c,d e Z) 

B = partie réelle d'une H-forme hermitienne positive x sur HxIH à valeur 
dans 7L (en particulier la matrice de X est de la forme / a b \ , 

[b c ) 

a>0 , c>0 , d divise c , b€H , b = conjugué de b) , dont le déterminant 
vérifie 

det B = (ac - b b ) 4 = 1 . 

I l s 1 agit donc de résoudre l féquation 
2 2 2 2 

1 = ac - (x +y +z +t ) (si b=x + iy + jz + kt) 
avec a > 0 , c > 0 , d divise c , c<* qui admet une solution puisque tout en
t ie r naturel est somme de 4 carrés. 

PROPOSITION 2.-Si B 2Ât ULYi2.v(vUQ.té. abétimne, définie. hun. un coip* K , M, 
n}(LXÂAtz, à K-sUornotiplûAmt ptà6, qu'un nombiz ^ÂJÛ. de K-vcULtétéé abêXterm&à 
iactojuA clLn&ct de, B . 

Démonstration : 
2 

Posons E = End̂ B et Idem(E) = {e€E , e = e} et E* l'ensemble des éléments 
inversibles de E. Rappelons que : 

n 
a) les décompositions B= II A- (A. = sous K-variété abélienne de B) 

i=1 1 1 

correspondent à : 
b) des décompositions E = @ E• 

i=1 
ou encore 

n 
c) des décompositions 1= Z e- , e. e Idem(E) tels que pour i € { 1 , . . . , n } , 

i=1 1 ± 

e ± : B p r o J » A i , A i = e i(B) , Ê^ = Ee i . De plus s i e, e'eldem(E) 

e(B)^e'(B)<f 1> Ee^Ee . 
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Comme E^ = E®Q est une Q-algèbre semi-simple, i l n'y a qu'un nombre fini de 
classes d ' isomorphismes de E^-modules de rang 1. Le théorème de Jordan-Zassenhaus 
([C.R] p.534) montre qu ' i l existe seulement un nombre fini de classes d'isomor
phismes de E-réseaux de rang 1, en particulier du type Ee pour e € Idem(E) 

Des propositions 1 et 2 et des résultats et R2 , on en déduit les théorèmes 
suivants : 

THÉORÈME 1.- SI K eôt un con.p6 de. nombre*, g et h deA mLLoAA, I l n'y a qu'un 
nombre, ^ûvi de. cliUAeA d'ÂAomon.phieA de. v<vUé£é.6 abe.tie.nneA de^uiie* hun K de 
dime.nAion g et de kautmA h (A) < h . 

THEOREME 2.- Si K QJ>t un coup* do, nombueA, une. cùu&e. de. K-iAogénsLeJ> de VOAÂÂ-

£éA abe.tie.nneM eAt donMtiMx.ee, d'un nombre. iixii de. clcu>AeA d'Lbomon.phleM. 

Démonstration : Soit ^ une classe d'isogénie de K-variétés abéliennes. Pour 
n 4 4 tout élément A de , on note B(A) = A x (A*) , c 'est une K-variété abélien-

ne principalement polarisée (util iser la proposition 1). Compte tenu de la pro
position 2, i l nous suffit de voir que les B(A) , pour A G'É , ne constituent 
qu'un nombre fini de classes de K-isomorphies. I l suffit donc de montrer la f ini-
tude des classes de K-isomorphies pour une classe d'isogénies ^ de variétés 
abéliennes principalement polarisées. Deux cas sont à envisager : 

a) un élément (et donc tous) de % est à réduction semi-stable. On peut alors 
appliquer Of̂ ) et (R )̂ . 

b) Dans le cas contraire, soit (AQ) un élément de "6 . 1 1 existe une extension 
finie K* de K te l le que A^=AQx^Kf est à réduction semi-stable. Les variétés 
abéliennes A' =AxK' , pour A e ^ , ne fournissent qu'un nombre fini de classes 
de K'-isomorphies. De plus, s i B' est un élément de ~& , on a : 

4fc {classes de K-isomorphies de variétés abéliennes B tel les que B'^BxK'} 
= # H1(Gal(K':K),AutK Î(B')) . K 

Comme B' est principalement polarisée, Aut^ f(B') est fini et i l en est de même 
1 if 

de H (Gal(K':K) ,Aut B') . I l s'ensuit que les éléments AE% ne fournissent 
K' 

qu'un nombre fini de classes de K-isomorphies. 

2.- ÉNONCES DES CONJECTURES 

2 .1 . - Soit A une variété abélienne définie sur un corps K . Le groupe de 
Galois G = Gal(K:K) opère sur A n pour tout £ premier et tout n>1 et en 
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passant à la limite, G opère sur (A) . 

Si A et В sont deux variétés abéliennes définies sur К et si f : A —> В 
est un K-homomorphisme, f définit par restriction un G-homomorphisme 

A n > В pour n > 1 

et aussi, un 2Ẑ  [G ]-homomorphisme : 

\ (f ) : T£ (A) > \ (B) . 

On a construit ainsi un homomorphisme de groupes 

Фд B : Horn^B) (8 TL% > H o m ^ [ G ] (T£ (A), T£(B)) . 

Cette application est toujours injective ([M] par. 19 th. 3). Le problème posé 
par J. Tate ([T.2]) et que nous désignerons par "Conjecture de Tate" : 

C-j (K) : MontneA que, Фд ^ eMt b4,j'e.ctA.£ роил tout couple, de, vojûÂtéb аЫ1л,е.ппел 
(A,B) dî ÂjvieM бил К . 

Cette conjecture peut se réduire de la manière suivante : 

1) фд u est bijectif s i et seulement s i ФА в ® 1 л l ' e s t (cf. [T.2]) 
A,r> A,J5 

2) фд g est bijectif pour tout couple (A,B) s i et seulement s i фд д l ' e s t 
pour toute variété abélienne A (définie sur K) . 

En résumé, C (̂K) est équivalente à la conjecture suivante que nous désignerons 
encore par C (̂K) : 

C1 (K) : MontAQA que. End̂ A ©fl̂  ~ EndçCV̂  (A)) роил toute. voJdLeté abéllznne. A 
définie, бил К . 

2.2.- Si X est une variété projective l isse sur К et si X = Xx^K , le 
groupe G opère sur les groupes de cohomologie étale : 

H^X,*^) = ( J imH 1 » ,2/A n2Z)) 0 Q , i€N . 
n TL% 

D'où une représentation P i : G > Autffl^X,^)). J-P Serre, J.Tate (et 

A. Grothendieck) posent la conjecture suivante : 

C2(K,X) : \KowUieA que. 1ем Ke.pH.e6ZYvtoutiovib Ф̂  6ont &e.mi-6ûnpleA. 

Si A est une variété abélienne définie sur К , pour n> 1 , la suite de 
Kummer : 

i n n 0 > M r, ^ G *G *0 (u -ièmes racines de 1) £ n m m дП 

est exacte pour la topologie étale. I l en est de même de la suite exacte longue 
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de cohomologie 

Н°СА, (Б т )—H°(Â ,G M ) ^H1CK,M ) * Н 1 С Я , у £ П > H1(Â,(Km) 

Comme la multiplication par i n est surjective dans H°(Â,(E ) , H1 (À,un) s'iden-
n -

t igie aux points d'ordre £ de Pic°(A) . Si A* est la variété abélienne duale 

de A, on a : 
H1(Â,Qp(1) =^шН 1 (А,и )^V£(A*) . 

n ^ 
De sorte que s i on désigne par С2ГО la conjecture suivante : 

С2ГО : Mon&iQA que, V̂ CA) eAt un [G] -module. &eml-<b<ur\ple. роил, toute, vcuviété 
abélte.nne. A dé^tnle, бил К . 

Remarque : C2OO C2(K,A) , poun toute. K-va/itété. abe.lte.nm A . 

En effet, s i (A) est un Q^tG]-module semi-simple, le Q^-groupe algébrique 
engendré par l'image de G dans Aut V (̂A) est réductif et comme on est en carac
téristique zéro, toutes ses représentations sont semi-simples, en particulier 

Л H1(A,Q£) = é a A g ) • 

Nous allons voir maintenant que dans une certaine mesure, С2Ш implique Ĉ (K) . 
Plus précisément : 

PROPOSITION 3 . - Soit A une. \)OJuAte abe.JUe.nne. dé^tnle -бал К . St роил tout 
6ou6 ^[G]-тоdale. W de. V (̂A) , JUL exJubte, uEEnd^ ® Q £ tel que, u(V£(A)) = W , 

atom* : 

1) V (̂A) &&t un Q̂ EG] -modale. Aemt-Atmple. 

2) St Ê  = tmage. de. CQ̂ [G] •End V£(A)) , Ê  eAt le, commutant de. 
EndK(A) ® Q dans End V£CA) 

3) EndK(A) ® \ = EndG(V£) . 

Démonstration : Posons = V (̂A) et rappelons que End (̂A) 0 est une 

Q^-algèbre semi-simple. 

Montrons 1) : soit W un sous G]-module de , i l existe u dans 

End^A) 0 te l que u(V^) = W . L'idéal à droite uCEnd^ 0 Q ) est engendré 

par un idempotent v , i .e est un projecteur tel que v(V^) = W . 

Montrons que 1) et 2) entraînent 3) : Comme est semi-simple, Ê  est un 

anneau semi-simple et dans ces conditions l 'égal i té : 

Endjç A 8 = EndG 
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est équivalente, par le théorème de bicommutation, à : 

= commutant de End̂ . A 8 dans End 

Montrons finalement 2) (l'argument est dû à Tate [T.2]). 
Soit D le commutant de End^ A 8 dans End , on a E^cD . S i d € D , 
pour tout sous Q [̂G]-module W de , i l existe u£EndK(A) 8 Q£ te l que 
u(V^) = W . Par suite, dW = du(V£) = ud(V^) W , autrement dit d laisse stable 
tout sous <Q̂ [G] -module de . Par exemple si XÉV^ i l existe a€Q^[G] 
te l qued(x)=ax . Soit V un facteur simple de correspondant à un facteur 
simple E de E£ , d(V)cV et pour tout xçV , i l existe açE te l que 
d(x) =ax . En particulier d commute avec les éléments de End (̂V) , i .e d|y 
est une homothétie. Comme est un Q^-espace vectoriel de dimension finie, 
d est une homothétie. 

3 . - DÉMONSTRATION DE I = > 1 1 et III 

Grâce à la proposition 3 ci-dessus, i l suffit de démontrer le théorème suivant 
dû à J. Tate ([T.2]). 

THÉORÈME 3. - SOÂX A una vahJLata abalianna da{lnta t>uK un ao>ip* K . S I la cÂ£U>-
4e d't&oganta da A OAt composa d'un nombtia {int da cla&6ai> d'ÂAomohphÀAmaA, 
poux tout ÂOU6 $z[G]-modula W da V (̂A) , i l axt&ta u e E n d ^ A ® t a t qua 
u(V^(A))=W . 

Démonstration : Soit W un sous Q [̂G]-module de . Posons T£ = T^(A), 
V =V£(A) et 

pour n > 0 
W° =WHT£ 

W° = W° + i n T £ c T £ 

= (W°) n r n n s i * n : T¿ c a n n > . 

On a W cA . Les variétés B„ = A/Wp sont des variétés abéliennes n ĵ n ~n ' n 
définies sur K et K-isogènes à A . De plus le diagramme commutatif suivant : 

A 
$$ $$ 

$$ $$ 

'A" 

où irn est le morphisme quotient , XR et 7rn sont définis sur K , ^ est 

étale. 
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LENME : Xn(TJ l(Bn))= W° 

Il suffit pour voir cela de montrer que les deux membres de cette égalité ont 

même trace dans Ap et que tous deux contiennent 

Comme 7rn ° Xn ° irn = fc£ ° irn , on a irn ° Xn = % et par suite : 

W° = ^(T^CB^) W° = ^(T^CB^) 

D'autre part, XnCCBn) ^ > XR • i r ^ ) - i \ m - pour tout m>n . 

D'où X n(T^(B n»r>£ n T (̂A) et le lemme s'ensuit. 

Les variétés abéliennes B n , pour neN + , ne fournissent qu'un nombre fini de 

classes d'isomorphismes. Soit IcN un ensemble infini pour lequel B^~Bj 
pour i , j € l . Soient n le plus pet i t élément de I et : B n B^ un 
K-isomorphisme. Dans End^ A® Q , ^ : A >A est inversible et i l en est 
de même de X : B » A : 

n n 
W° = ^(T^CB^) W° 

Pour i e I , définissons A ^ v ^ ^ , c 'est un élément de EndyV ® (Q . 
On a : 

W° = ^(T^CB^) W° = ^(T^CB^) 

et comme W° = ^(T^CB^) par le lemme 1, que ттп ° Xn = £ П 

W° = ^(T^CB^) W° = ^(T^CB^) W° = ^(T^CB^) W° = ^( 

Comme End W° est compact, on peut extraire de la suite C u i ) i ç I une sous-suite 
convergente ( U J ) ^ J qui converge vers une limite u et comme End^A® est 
fermé dans End W° , u est aussi dans End^ AS ^ . Comme W° est compact 
tout élément x de u(W°) est de la forme x = lim x. , où x.Gu. (W°) = W? . 

n ic i J J 3 n J 
Par suite : u(W°) = Л W? = T. nW . 

n jeJ J ^ 
COROLLAIRE 1.- SI К vbt un coups tel que, toute classa d'isogénlzs de K-vasUttés 
abéltcnnas ast constituo.2. d'un nombre, ^ÂJÛ. de CÙJLSSZA d1 LbomotipkieA, aloKS 
C (̂K) tet vtuul роил i = 1,2 . En pantÂJCJutioA, s i К &st un coKps de nombieA, 
Ci(K) &st VMLI роил i = 1,2 . 

4.- CONSEQUENCES DE C1(K)ETC2(K) 

THEOREME 4.- Soit К un сокро роил laquai Ĉ  (K) ast VMLI. Soient A et В deux 
vcutlatas aballannas da^lnlas SUK К . Leo conditions suivantes sont èqulvalantas : 
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1) A eJ>t K-tbogène. à une. AouA-vasuété abélimne, de. B dé^tnle, 6UA K . 

2) I I zxÂAte. un nombre, pKemleA 1 , £^car(K) et un $̂ [G]-monomoh.phÂAme, 
V£(A)< *V£(B) . 

Démonstration : 

Si cp : A ->B est un K-homomorphisme, 2 dim(Keixp) = dim Ker V£(ip) . En particu
l ie r , cp a un noyau fini s i et seulement si V (̂cp) est injectif. I l est c la ir 
que 1) = » 2 ) . 

Inversement, soit ijj : V£(A) >V£(B) un Q£ [ G]-monomorphisme, 

\\) € HomK(A,B) ®<p£ . Dans tout voisinage U de ^ dans HomK(A,B) 0Q £ , i l existe 

un élément u € HomK(A,B) Q Q . Comme dim V£(A)<+oo , s i U est suffisamment 

pe t i t , l'image de u dans Ffom (̂A,B) ® <Q£ est injective et i l en est de même de 

u . Un multiple de u est dans Hom (̂A,B) et a un noyau f ini . Donc 2)=>1). 

COROLLAIRE : (mêmes hypothèses que dans le théorème) A est K-tbogène. à B 6t 
et t>eulejne,nt ¿1 V£(A)^V£(B) . 

THEOREME 5.- Sott A et B deux v<Vu.été& abe.JUe.nneA dé^tnleA AUK un coup* K , 
A et B A ont K-tsogèneA &i et seulement ht 

1) SI K eAt £tnt, ç A= (ç^Cresp.Cg) fonction zêta de. A (resp.B)). 

2) St K eMt un coup* de. nombxeA et &t poun. psicAque. toute, place, v de, K , leM 
fioncttonA AutvanteA A ont égaler : 

Ly(A,s) = 1 — i  

d e t d - N W ^ I H ' C Â ^ ) v (1)) 

Iv(B,s) . — i  

d e t ( 1 - N M ' ^ I H ' C B ^ ) v (1)) 

où F y eMt le. moKphÂAme. de. ¥iobe.ntuA de. KV , N(v) fa nome, de, v , I Y 

l'tneAtte. e.n la place, v , H1(Â,QA)
 v ( resp . H 1 ( B , Q £ )

 V ) le* tnvanÂantA AOUA 

VactJjon de, i v . 

Démonstration : 

Montrons 1) : d'après le théorème 1, A et B sont K-isogènes s i et seulement s i 

V^(A)~V^(B) , ou encore, s i (resp. F-g) est l'endomorphisme de Frobenius 

de A (resp. B ) , agissant semi-simplement sur (A) (resp. V^(B)) et P^fresp.Pg) 
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son polynôme caractéristique, s i et seulement si P^ = Pg » °u encore si et seule

ment s i = £g . 

L'assertion 2) se démontre de la même manière en remarquant que 

H1(Av,Q£)(1) = H 1(S,Q £)(D = V£CA*) (A* = duale de A) 

et H1(Bv,Q^)(1) = H1 CB,Q£D CD = V£CB*) (B* = duale de B). 

G opérant sur H1 (Â^Qp I v (1) (resp.H1 (5V,%) v(1)) à travers le quotient 

G(k(v)A(v)) . 

5.- ENDQMORPHISMES DES POINTS DE -̂TORSION 

Les résultats que nous allons exposer dans ce paragraphe sont encore des con

séquences de la finitude des classes d1isomorphies dans toute classe d fisogénies 

de variétés abéliennes sur les corps K envisagés. 

THÉORÈME 6.- Soient K un con.p& tel que. toute, clxuie. d'iAogenteA de. vaju.étê.6 

abeVuinneA de^tnleA &UK K eAt constituée, d1 un nombre. &int de. claAAeA d'iAomoipkieA, 

A une. va/itêté. abe.LLe.nne. définie, àun K , £ un nombre. ptiemleA, l i car(K) 

Si. I eAt 6uHiAamme.nt Quand, V nomomoh.phÀAme. canonique. : 

EndK A 0 TL/m »EndG(A£) 

eAt un ÂAomosipluAme.. 

Démonstration : Le plan de la démonstration est essentiellement celui u t i l i sé 

pour démontrer Cj (K) : 

1) VOUA tout. £ , End̂ A 8 7L/17L A'injecte. danA End̂ Aji . En effet, s i 
u : A —» A s 1 annule sur Â  , u = £v , v € End̂ A . De plus, pour £ » 0 , 

Endĵ A 8 7L/17L est une algèbre semi-simple. 

2) SI pouA tout 7L/17L [G]-AOUA-module. Wde A£ , U. e.xÂAte. ueEnd KA®Z/£Z 

teZ que. u(A^) = W , 

EndKA0Z/£Z c*EndG A£ 

En effet comme pour la proposition 3 (§2), ceci entraine que Â  est un 

7L/17L [G]-module semi-simple et que tout endomorphisme de A^ qui commute avec 

End^A ® 7L/17L est une homothétie. On conclut grâce au théorème de bicommutation. 

3 . - LEMME.- SoiX. W un bouATLllTL [G]-module, de. Â  . LeA condLUUonA AulvanteA 

6ont é.qutvale.nteA : 
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a) i l existe ue EndK A 8> 71/171 tel que u(A^) = W 

a 1 ) i t existe u f eEnd K A®2/ilZ tel que ( u ' ) 2 = u ' , u'(A £) =W . 

b) i l existe veEndKA® 7L/17L tel que (Kerv) П Â  =W 

b ! ) i l existe v 1 e EndKA® 7L/17L tel que. ( v ' ) 2 = v f , Kerv'П A£ = W . 

Comme End^A® 7L/17L est une algèbre semi-simple, tout idéal à droite (resp. à 
gauche) est engendré par un idempotent. Ceci montre l'équivalence de a) et a 1 ) 
(resp. celle de b) et b 1)) .Soit u 1 comme dans a ' ) , s i v'= 1 - u ' , v 1 sat isfai t 
b ') et réciproquement. 

4) Montrons que : "роил tout bous 7L/&2LL G]-module W de. A£ > i l existe, 
u€EndKA® 7L/17L t e l que. u(A£) = W ." 

Pour tout nombre premier V , distinct de car(K) , et tout sous 7L/V7L [G]-modu
le W1 de A f̂ , les variétés abéliennes A/W1 sont des variétés abéliennes 
définies sur К et K-isogènes à A . Elles se répartissent donc dans les diffé
rentes classes d1isomorphies de tel les variétés, qui sont en nombre f in i . 
Pour £ » 0 et pour un te l WcA^ , i l existe l ' ф l , un 7L/V7L [G]-module 
W C A^, et un K-isomorphisme 

r : A/W-A/W1 . 

L'homomorphisme composé : 
r хГ 

v : A^—>A/W ~ > A/W1 c a n >A/A r A 
vérifie Kerv nA^ = W .On conclut grâce au lemme précédent. 

COROLLAIRE : Soient К et A comme dans l e tkéoKeme 6 , Роил tout £ ptiemiesi dis
t inct de p = car(K) , boit p £ : 2^[G] • End^T^(A) Ы bepKébentxxtijon naturel
l e . V'autxe pont pobons 7L= П 7L0 , T(A)= n T0(A), et boit p : Z[G]—*End«T(A) 

l^p 36 l^p * £ L 

la KeptébentatLon naturelle. Alors : 
a) VOUA presque tout i , (Im p £) est l e commutant de End^ A0 Z £ danb 

End^ Tn (A) . 7Ll A 

b) Im(p) est d'indice {ini dans le commutant de End̂ A dans EndgT(A) . 

Démonstration : Posons E £ = End^A® TL% , I £ = End^AS 7L/17L 
•p : 7L/17L[G] > End(A£) déduite de manière naturelle de p^ . 

a) le théorème 6 affirme que pour presque tout l : 
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W° = ^(T^CB^) W° = ^(T^CB^) 

le théorème de bicommutation que Im = Endg (A )̂ et le théorème de Nakayama 
que Im p £ = End^ (T^ (A) ) 1 

b) c 'est une conséquence de a) et de C1(K) . 

Note : G. Faltings a aussi démontré que les "conjectures de Tate" impliquent le 
résultat suivant : soit K un corps de type fini sur Q , K sa clôture algé
brique, G = Gal(K/K) et A et B deux variétés abéliennes définies sur K . Alors 
l 'application canonique HomK(A,B) —• Hom (̂A(K) ,B(K)) est un isomorphisme. Une 
démonstration a été présentée oralement par G. Faltings durant le séminaire. Une 
démonstration simplifiée a été rédigée par 0. Gabber. Ce dernier n f a pas soumis 
son manuscrit à la publication. 
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Exposé IX 

REPRESENTATIONS l-ADIQUES 

Pierre DELIGNE 

Lf exposé contient la démonstration du théorème suivant de G. Faltings, et 

quelques commentaires. 

THEOREME : Soient k un coip* de nombre*, E une clôture algébrique de k, 

S un ensemble £lnl de place* ilnles de k, i un nombre premier et à un entier. 
I l existe, un ensemble, i lnl T de, place* iinle* de, k, du joint de. S, t e l qu'une, 
représentation a-adique semi-simple de dimension d, P : Gal(k/k) —> Gl(d,(D£)> 

non ramifiée en dehors de. S, soit uniquement déterminée, [à isomorpklsme de repré
sentations près) pan. les traces Tr(p(F v)), poux v f T. 

On sait (Hermite) qu f i l n 1existe qu'un nombre fini d'extensions galoisiennes 
v 

kf de k, non ramifiées en dehors de S et de degré borné. D'après Cebotarev, i l 

existe donc un ensemble fini T de places de k, disjoint de S, te l que les 

classes de conjugaison des Frobenius géométriques F y (v f. T) remplissent tout 
Gal(k'/k), pour toute extension galoisienne k' de k, non ramifiée en dehors de S, 

2 
de degré ^ l . Prouvons que T convient. 

Soient donc p i ? p 2 deux représentations £-adiques du type di t , avec 

Tr P 1(F y) = T R P 2^
Fv^ Pour vçT> Nous voul°ns montrer que p 1 et p2 ont même 

caractère, donc, étant semi-simples, sont isomorphes. Soit M l'image de l 'algè

bre Z [ Gai (le A)] par 

P l x p 2 : ZA[Gal(ÏA)] > M d ( y x M d « A ) . 

I l s 'agit de vérifier que, sur M, la forme linéaire ô(m1,m2) := Tr(m1) - Tr(m2) 

est identiquement nulle. L'algèbre M est un TL -module de rang g 2d2» L'image 

de GalflcA) dans le quotient (M/*M)* a donc moins de £ éléments e t , par 

hypothèse, chaque élément de cette image est un (Pi * P2)CF ) , vf T. Par 

Nakayama, les (p 1 x p2)(Fy) (vçT) engendrent Z^-linéairement M. Sur eux, la 

forme linéaire <$ s'annule par hypothèse, d'où 6 = 0 sur M. 

COROLLAIRE 1 . - Soient k,k,S,£ et d corme dan* le théorème, et w un entier ^0. 
I l n'existe qu'un nombre {Inl de classe* d'Isomorphle de représentations i-adlques 
semi-simple* de dimension d, p : Gal(kA) -*Gl(d,QA) ,non ramifiée* en dehors 

Société Mathématique de France 
Astérisque 127 (1985) 

249 



P. DELIGNE 

de S et entière* de poids w, l . e . teULe que poux toute, place v t S, notant 
q y l e nombre d'éléments* du coup* lé^lduel, on cuit 

a) la polynôme casiactésUAtlque de. P(F V ) <tt>t à co2.HlctQ.nti> entleru ; 

fa) -ôea >tac/tneô x>we/Lô&6, >c.e. le* conjugué* complexe* de* valeu/u> phjopKe* de 
w/2 

Tiobenlu*, *ont de vateu/i absolue, complexe q v 

Soit T un ensemble fini de places, te l que garanti par le théorème. Pour 

chaque place v t S, la trace Tr(F V) est un entier de valeur absolue û dq™^ . 

I l n'y a donc qu'un nombre fini de possibilités pour le système des ( T r ( F v ) ) v Ç l p , 

et on applique le théorème. 

Une fois acquise la conjecture de Tate sur les homomorphismes de schémas 

abéliens, on en déduit : 

COROLLAIRE 2.- Soient, k un coup* de nombueb et S un ensemble i lnl de place* 
de k. I l n'y a qu'un nombre i lnl de cla**e* d1 ÀAO génie de vanlété* abéliennoA de 
dimension g *UK k, à bonne réduction en dénote de S. 

On fixe un nombre premier £ et on applique le corollaire 1 à 
:= S U {places divisant £}, d = 2g et w = 1. Pour chaque variété abélienne A 

du type considéré, la représentation £-adique V (̂A) := T (̂A) 0 (Ç̂  est semi-
simple (ceci est inclus dans la conjecture de Tate) de dimension d, non ramifiée 
en dehors de et d'après A. Weil, sa duale est entière de poids 1. On conclut 
par le corollaire 1 et la conjecture de Tate. 

2.- VARIANTES 

A. Soient k,lc,S,£ et d comme dans le théorème, et f un entier £ 1. I l existe 

T comme dans le théorème, te l que pour toute extension E de , de corps rés i -

duel à l éléments, une représentation x-adique semi-simple de dimension d : 

p : GalOc/k) Gl(d,E^), non ramifiée en dehors de S, soit uniquement déterminée 

par les Tr p(F V ) (v€T). 

2d2 f 2d2 

La preuve est la même, avec & remplacé par U ) , 7L̂  par l 'an
neau de valuation fr^ de Ê  et la réduction mod £ par la réduction mod X. 
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A'. Soient k,k,S,£,d et w comme dans le corollaire 1, n un entier > 1, et 
une extension finie de Q .̂ I l n'existe qu'un nombre fini de classes dfisomorphie 
de représentations x-adiques semi-simples de dimension d, 
p : GalOc/k) -> Gl(d,E^), non ramifiées en dehors de S, et te l le que pour v t S, 
les valeurs propres de p(F v) soient des entiers algébriques de degré < n, dont 

w/2 
tous les conjugués complexes soient de valeur absolue q y . 

On procède comme pour le corollaire 1 : on u t i l i se qu ' i l n'y a qu'un nombre 
r 

fini d'entiers algébriques de degré et de valeurs absolues archimédiennes bornés, 

et on invoque A au lieu du théorème. 
B. Des résultats analogues valent pour k un corps de fonctions d'une variable 
sur un corps f ini , à cela près qu ' i l ne suffit plus de fixer S, i l faut en plus 
préciser quelle ramification on permet en chaque v € S : on suppose donné des 
nombres (a ) Q , et on ne considère que les représentations dont la restriction 

V V Ç o 
au groupe de décomposition en v est t r iviale sur le groupe de ramification d'in
dice a v , en numérotation supérieure. 

3.-RENDRE QUANTITATIF 

Les versions effectives du théorème de ïebotarev pour Gal(k'/k) ne font in
tervenir k et k1 que via [k' : Q] et le discriminant absolu de k ' . Pour 
rendre effectif le théorème, i l n 'est donc pas nécessaire d 'u t i l i ser une version 
effective du théorème d'Hermite (voir toutefois 8). Le lecteur trouvera dans 
J-P. Serre [3] des énoncés effectifs. Ces énoncés présentent toutefois le défaut 
qu'on y suppose que S est exactement l'ensemble des places de k ramifiées dans 
k ' . Les mêmes énoncés devraient valoir pour S quelconque si on y remplace le 
discriminant absolu D(k') de k' par son produit Dg(k') avec le produit des 

[k' :k] 
Nv * étendu aux places v e S non ramifiées dans k ' . Nous noterons avec 
une étoile des références à des énoncés ainsi modifiés. 

Si on admet ces variantes des énoncés de [3], on a, AOUS UkypothzM d& 
Rlejmann gêné.JuLLUê.e., que toute classe de conjugaison dans Gal(k'/k) est un 
Frobenius F y , avec v t S de norme Nv ^ 70(log DgCk'))2 ([3] 2.5)*. Par ailleurs 

pour k'/k comme dans la preuve du théorème et pour P l'ensemble des caracté-

ristiquesrésiduelles des places v ç S , on déduit de [3] 1.3 que 

log D q(k') < * 2 d 2 ( l og D(k) + [k : <Q]( z log p + l o g U 2 d 2 ) ) ) . 
P€P 
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Sans hypothèse de Riemann, on n f es t sûr d'avoir rencontré toutes les classes 
de conjugaison que pour v £ S de norme allant jusqu fà 2D s (k ' ) c , pour une cons-

* 
tante absolue c ([3] 2.5) . 

Nous nous proposons maintenant de passer en revue des résultats connus analo

gues au théorème de Faltings. Tout d fabord, une remarque de J-P. Serre. 

4,- PROPOSITION : Soient Ex et E2 deux couhbe* eJUlptlque* hvJi % et 6uppot>ovu> 

qu'eULe* volent de Well, l . e . cowie^pondent à de* ôhmoA modutcuJieA. SuppoàonA que 
teuK conducteur dlvlàe N . klohA, ht let> fiacteu/u locaux de* fonction* L 

de, E et E2 coïncident pouK p < 5 m~J[ (1 + - ) , l&> coïncident pouK tout p. 
p|N P 

Posons q = exp(2iriz). Si Xa^(n)n~s est la fonction L attachée à E^, on 

sai t que := Ia^(n)q n est une forme modulaire de poids 2 pour rQ(N). Une 

te l le forme s 1 interprète comme une section d fun faisceau inversible de degré 

d ^ -g- [SL(2,ZD : rQ(N)] sur le quotient compactifié du demi-plan de Poincaré 

par r (N). On a [SL(2,Z) : r (N)] =71" (1 + —) N, et l'hypothèse assure que 
0 ° p|N P 

fx - f2 a un zéro d'ordre au moins (d+1) à l 1 infini, donc s'annule. 

5.- VARIANTES 

A. Le même argument s'applique aux fonctions L attachées à des formes modulaires 
de poids k sur rQ(N), de nebentypus donné. I l suffit de remplacer 

T: TT 0 + —) par l ï ï «TT C1 + - ) . Le cas du poids 1 est t ra i té explicite-
b p|N P U p|N p 

ment dans J-P. Serre [2] 5.3 . 

B. Dans la preuve de la proposition, nous n'avons fait usage que de la pointe 

"évidente". Supposons que Ej et E 2 aient même conducteur N et que pour chaque 

p|N, les restrictions au groupe de décomposition en p des représentations 

£-adiques attachées à E 1 et E 2 soient isomorphes. D'après Carayol [ 1 ] (que 

nous avons d'ail leurs déjà u t i l i sé pour identifier les conducteurs géométriques 

et analytiques), les p-facteurs (p|N) des représentations automorphes corres

pondant à E 1 et E 2 sont alors isomorphes. 
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On en déduit que les p-composantes des fonctions de Whittaker des "new form" 

attachées aux Ê  coïncident. La connaissance des facteurs locaux L̂  pour p^A, 

pour un entier A, permet alors le calcul des (A+1) premiers coefficients du 
développement de f. en n'importe quelle pointe. Puisqu'il y a I inf(f,N/f) 

1 f |N 
pointes, on montre comme en 4 que tous les facteurs L̂  coïncident pour F^ et 

E 2 dès qu ' i l coïncident pour 

p s i - T T ( 1 + - ) « N . ( 1 / Z inf(f,N/f)). 
0 p|N P f|N 

Exemple : Supposons N premier. Dans ce cas, Ê  admet un modèle sur de 

réduction mod p une cubique nodale. Ici , connaître la représentation du groupe de 
décomposition revient à connaître le facteur local L . Cela revient aussi à savoir 
s i les tangentes au point singulier de la cubique nodales sont définies sur F , 
ou conjuguées sur 1F ? . 

P Z 

Ceci détermine le comportement de la nouvelle forme sous l'involution d'Atkin -
Lehner wN, qui échange les deux pointes. De là le gain d'un facteur 2 par rapport 
au n° 4. 

C. Soit S un ensemble fini de nombre premiers e t , pour p ç S , soit d^(p) le 

degré du facteur enlérien L̂  pour E^. Soit le conducteur de E i et posons 

d.Cp) 
N-CS) = N. • 7T p 1 . 

1 1 pes 

La fonction f? = i 'a^(n)q n , où la somme est étendue aux n premiers aux peS , 

peut s 'écrire, pour des x 0 convenables 
a 

ff(z) = ZXa f ^az ) , 

d^p) s 

où a parcourt les diviseurs de ~[T P - S i N. (S) divise N, f • est donc une 
P€S 1 1 

forme modulaire sous r

Q (N) . Raisonnant comme en 4. et ut i l isant que la coïnciden

ce des facteurs L̂  pour p l S l'implique pour tout p, on obtient le résultat 

suivant. 
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Pour E : et E 2 de Weil, s i N^CS^N (i = 1,2) et que les facteurs locaux 

Lp coincident pour p £ S, p < ^« ТГ (1 + ^) > i l s coïncident pour tout p. 

6.- Dans [3], J-P. Serre introduit la méthode suivante pour comparer deux repré
sentations л-adiques. On "suppose qu'elles appartiennent l'une et l 'autre à un 
système compatible de représentations £-adiques de dimension d, que les traces 
des Frobenius sont des entiers, et que les représentations sont pures d'un poids w. 
Supposons que les polynômes caractéristiques des Frobenius coïncident pour p < A. 
Soit V premier, et considérons les réductions mod V des représentations. On 
déduit de Cebotarev que pour V < B(A), ces représentations mod V ont des 
semi-simplifiées isomorphes. Les traces des F* sont donc des entiers congrus 

mod V. Pour 2 d - p d W / / 2 < \ TT V , les polynômes caractéristiques de F . 
m Г<В(А) 1 £'<B(A) P 

coïncident donc dans les deux représentations. Si 
A' := [ i \ • 7Г u ' I ^ ^ est > A, on peut recommencer, avec A remplacé par 

L 2 a + I £'<B(A) J 

A', Pour que cette méthode marche, i l faut disposer d'une forme de Cebotarev 
suffisamment précise pour pouvoir prendre В(A) grand par rapport à log A. Serre 
n'a pu y arriver que modulo l'hypothèse de Riemann généralisée (GRH). 

7.- Serre me signale que la méthode suivie par Faltings permet d'améliorer cer
tains résultats de [3]. 

Soient S un ensemble fini de nombres premiers et N = £. Si deux courbes 
£€S 

elliptiques sur (Ç, E et E', ont bonne réduction en dehors de S et s i les t ra
ces de Frobenius sont les mêmes pour E et E' pour tout p g! S vérifiant 

p^ c 3 7 ( log N) 2 (sous GRH), 

^38 
resp. p й N (inconditionnellement), 
alors ces traces coincident pour tout p et , d'après la conjecture de Tate prou
vée par Faltings, les courbes sont isogènes. Cf [3] 8.3 Th. 21. Si E a bonne 
réduction en dehors de S et est sans multiplication complexe, GaKÇ/Ç) s'envoie 
4 ил G1(T£(E)) pour tout 

l > c^g log N (sous GRH), resp. 

l ^ N ^ (inconditionnellement). 
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Cf [3] 8.4 Th. 22. Les (i = 37 à 40) sont des constantes absolues, en prin

cipe explicitables. Ces résultats seront racontés par Serre dans son cours au 

Collège de France 1984/85. 

8.- Je dis au n° 3 que rendre effectif le théorème de Faltings ne requiert pas 
une version effective du théorème d'Hermite. Pour obtenir un algorithme uti l isable, 
i l peut toutefois être préférable de dresserla l i s t e des extensions galoisiennes 
k'/k à considérer et , pour chacune d 'e l les , de calculer explicitement jusqu'où 
i l faut aller pour que les Frobenius Fp remplissent Gal(k'/k) : en pratique, 

V 
beaucoup moins loin que ce qui est garanti par les Cebotarev effectifs. Cette 
méthode, suggérée par Serre, a été uti l isée par Mestre pour prouver 1'isogénie 
de deux courbes elliptiques sur (Ç à bonne réduction en dehors de 5077 (l'une 
d'équation explicite, l 'autre de Weil). 

Je remercie J-P. Serre d'une lecture critique d'une première version de ce 
texte. 
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Appendice à l'exposé IX 

CONJECTURE DE SHAFAREVICH POUR LES 
CORPS DE FONCTIONS SUR Q 

M. MARTIN-DESCHAMPS 

On se propose d'étendre au cas d'un corps de type fini sur Q la conjecture 
de Shafarevich pour les variétés abéliennes sur les corps de nombres, c 'est-à-
dire de montrer le résultat suivant : 

THÉORÈME : Soient L une extension de type fini de Q , g un antl&i poàltli, et 
X un éckéma nonmal de type. filnl t>uK Spec TL , de coitpb de inaction* L . V<M>mblo, 
de* cùut>2J> de L-l&omoipluJ>m&> de L-vcwLétéA aboJLlmwi& de dlmtnblong , pnlnclpa-
l&m&nt poùvui&é.t6, qui ont bonne, réduction m tout point de codùmnslon 1 de X, 2At {Inl. 

Démonstration : Elle se fait par récurrence sur l 'ent ier d, degré de transcen
dance de L sur Q. 

- d = 0 : c 'est la conjecture de Shafarevich pour un corps de nombres 
- d * 0 : quitte à restreindre X, on peut supposer que c 'est un schéma affine 

X = Spec R, où R est une TL -algèbre de type fini : R = TL [a-j,... ,a^]. 

Pour tout i = 1, . . . ,r : 

0 < deg t r Q Q [ a r . . . , a i + 1 ] - deg t r Q Q t c ^ , . . . , ^ ] ^ 1 

donc i l existe s^r -1 te l que l'anneau R' = TL [ a p . . . , a ] définisse un schéma 

X' de type fini sur SpecZ, te l que la fibre générique de la projection canoni

que f : X > X' induite par 1 'homomorphisme TL [a^,.. . ,a g ] c Z [a^,.. . , a r ] , 

soit une courbe. 

Soit Y un sous-schéma fermé intègre de codimension 1 de X, qui domine X' : 

Y X 

f 

X' 
et Y0 l 'ouvert des points normaux de Y, qui est donc un schéma normal de type 

fini sur Spec TL , dont le corps de fractions M est de degré de transcendance 

d-1 sur K. 
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EEMME 1. - Soit A une, L-va/Uété. abétlenne. qui a bonne, Ke.du.ctA.on aux pointa de 
codlme,nAlon 1 deY, B la M-vasilété. abetienne, qu'eJULe décrut paA KeAtnlc-
tion. Alô u B a bonne, réduction m tout point de codÂme,n̂ lon 1 de X qui eAt 
un point KéguLLeA de, X. 

Démonstration : La variété abélienne A se prolonge en un schéma abélien zt, 
au-dessus d'un ouvert U de X contenant tous les points de codimension 1. Soit l 
un nombre premier. Par pureté A qui est un revêtement étale de U ® 2Z [1/il] se 

prolonge en tous les points réguliers de X dont la caractéristique résiduelle 
est première à i , donc le module de Tate T̂ Ct̂ t) se prolonge en un schéma ^Ç-i 
au-dessus d'un voisinage de tous ces points. 

Soit y un point de codimension 1 de Y, qui est un point de codimension 2 
régulier de X. Soit £ un entier premier à la caractéristique résiduelle de y. 
D'après de ce qui précède, y apartient à U et on a des isomorphismes : 

T£(B) « T^DXy Spec M » ^ x y Spec M 

ce qui prouve que T (̂B) se prolonge sur l'ouvert n Y0 en un schéma 
pro-étale c£? I . D'après le critère de Serre - Tate, appliqué à l'anneau 

* UA HY0 

de valuation discrète , on en déduit que B a bonne réduction en y. 
* >y 

Fin de la démonstration du théorème 

Le lieu singulier de X est de codimension au moins 2, donc i l existe un 
ouvert non* vide Ŷ  de Y0 dont tous les points de codimension 1 sont des points 
réguliers de X. 
L'hypothèse de récurrence s'applique à Ŷ  et i l suffit par prouver le théorème 
de montrer que l'ensemble des classes de L-isomorphismes de L-variétés abéliennes 
A, principalement polarisées, ayant bonne réduction aux points de codimension 1 
de X, dont les restrictions au point Spec M sont isomorphes à une M-variété 
abélienne donnée B, est f ini . 

Soit S la fibre générique de f : X > X'. Les points fermés de S sont des 
points de codimension 1 de X, donc une variété abélienne A ayant les propriétés 
annoncées se prolonge en un S-schéma abélien, et on est ramené à montrer le 
résultat suivant : 
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LEfME 2.- Soit S un Achêma de type, îyit &U/I un cotpô k de ca/iactë.HÂAtiquz 0 
s un point £exmé de S, AQ une. k(s)-variété. abilLdnna. Vdn&mblz ) t de* 
cJtcu>62J> d'iAomoKpkiAmoAdz S-Achéma abéLLcnA de dimzm>ion g , pKindpatQmznt 
poZxxAÂJi2.i>, muniA d'un iAomoh.phÀAm<L X : Tfc/Xç Spec k(s) « A eô£ £ini. 

o 0 

Démonstration : Des arguments standard (utilisant le fait que TT-J (S 8^ C ) est 
de type fini) permettent de mettre sur tous ces schémas abéliens une structure 
de niveau. Dfaprès les résultats de [F], la famille considérée est une famille 
limitée : i l existe un k-schéma de type fini T , un schéma abélien Jbj, sur S x T 
et pour tout élément A de un point rationnel t de T te l que A soit 
isomorphe (en tant que S-schéma abélien principalement polarisé) à la fibre de 

itj, en t : 

A 
S xk(t) 

S xk(t) S x T 

Soit tfij, = v7t"T x s Spec k(s). C'est une famille de k(s)-variétés abéliennes, 

principalement polarisées et munies d'une structure de niveau, paramétrisée par T. 

I l existe un plus grand sous-schéma fermé T1 de T te l que </ t ' T | T I soit 

isomorphe à A Q X T ' . Soit T" une composante irréductible de T ' 

A x T" o 

S xk(t)S xk(t)S xk(t) 

Spec k(s) xT" c > s x T" 

Soit t un point rationnel de T" et A = x T Spec k( t ) . Nous allons montrer 

que ¿7^, et A x T" sont isomorphes : 

soient l un nombre premier et n un entier. On obtient deux revêtements étales 
de S x T" en considérant les deux schémas ft Ar x̂ et ( n A) x T", qui sont 

l l 
isomorphes d'une part sur Spec k(s) x T" et d'autre part sur S x Spec k(t) 
(les deux isomorphismes coïncidant sur Spec k(s) x k ( t ) ) . 
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Or, comme nous sommes en caractéristique nulle, TT^CSXT") s ' identifie à 
TT.| (S) x ir̂  (T") par les homomorphismes naturels ; par suite les deux revêtements 
considérés sont isomorphes. 
On en déduit un isomorphisme des modules de Tate T^(AT„) «T^(A) x T" . Par 
construction, cet isomorphisme provient au point (s, t) d'un isomorphisme de 
variétés abéliennes. On conclut, d'après [G], qu ' i l provient d'un isomorphisme 
des S x T"-schémas abéliens :/tT„ et A* T" . 
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E x p ' X LA CONSTRUCTION DE KODAI RA-PARSHIN 
Mireille MARTIN-DESCHAMPS 

0.- INTRODUCTION 

Le théorème 2 de l' exposé VIII montre que dans une classe d1 isogénies de 
variétés abéliennes sur un corps de nombres, i l n'y a qu'un nombre fini de classes 
dfisomorphismes. Dans l'exposé IX (Corollaire 2 du Théorème 1), on prouve que, 
sur un corps de nombres, l'ensemble des classes d'isogénies de variétés abélien
nes de dimension et mauvaise réduction données, est f in i . 

On déduit de ces deux résultats la conjecture de Shafarevich pour les 
variétés abéliennes : 

THÉORÈME 0.- Soit K un coip* de nombre*, S un ex̂ emble, hlnl de. place* de, K , 
g un dYvbioA. au moÂM égal à 1 . V e,nhemble, de6 cùUAe* de Y.-À*omon,pJnÂ*me* de 
va/U,été& abéltenne* de, dUme,n6ton g , ayant bonne, KéductÂJon e,n-dehon* de S , 
e*t itnt. 

Par le théorème de Torelli [1] , on obtient la conjecture originale de Shafarevich: 

THEOREME 0. Soit K un con.p& de nombre*, S un ensemble, {Inl de place* de, K , 
g un zntlex au moin* égal à 1 . V ensemble, de* cla**e* de, K-̂ somonpkû>me* de, COUA-

be* pKopue* et lÂ*t>e* AUA K de gcnxe. g , ayant bonne, réduction en dehon* de, 
S , e*t £tnl. 

Deux constructions géométriques, l'une due à Kodaira, l 'autre à Parshin, per
mettent d'en déduire la conjecture de Mordell : 

"Une courbe C propre, l isse et géométriquement connexe, de genre g au moins égal 
à 2, sur un corps de nombres K , n'a qu'un nombre fini de points rationnels". 

L'idée des deux constructions est essentiellement la même, à savoir associer à 
chaque point rationnel P d'une te l le courbe C une courbe Cp de genre y -
où y est un entier ne dépendant que de g , au moins égal à 2 - montrer que ces 
courbes ont bonne réduction en-dehors d'un ensemble fini de places de K , indé
pendant de P , et que chaque classe d'isomorphismesd'une te l le courbe Cp ne 
contient qu'un nombre fini de courbes Cp, , pour P' ^P . 

La construction de Kodaira est "uniforme en P ", c'est-à-dire qu'on obtient 
une famille algébrique de courbes, mais on est obligé de faire une extension 
(contrôlée) du corps de nombres. Nous ferons la construction de Parshin point par 
point, mais sans extension de corps. Chaque méthode a donc ses avantages et ses 
inconvénients, c 'est pourquoi nous les développons toutes les deux i c i . 

Dans chaque cas, nous commencerons par faire la construction "générique" sur 
K - ou sur une extension finie de K - . Ensuite nous préciserons sur quel ouvert 
de l'anneau d'entiers on peut la prolonger. 
Société Mathématique de France 
Astérisque 127 (1985) 
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1.- CONSTRUCTION DE KODAIRA [8] 

PROPOSITION 1.- Sott K un coh.p6 de. nombneA, C une. couhbe. phJopKe. eX La*>e., 
geome.trUque.me.nt connexe, &uh. K , de. ge.nh.e, g > 2 . I l exLbtz une. e.xte.n&ton fitnle. 
L de. K , un Ke.veteme.nt étale, a : C-j —^Cx^L , et une, t̂bhatÂjon non XAotKÂjoÂjxle. 
TT : X — à îbfieM ph.oph.eA et Zt&&eA, géométhÂxiuemznt connexes, de, ge.nh.e. 
Y = 4g - 2 . 

Remarque 1 : Rappelons [15] qu'un morphisme propre de L-schémas X—#*C^ à 
fibres géométriquement connexes est une fibration isotriviale s ' i l existe un 
morphisme fini T : C ? >C1 , une courbe F sur L , et un diagramme commutatif : 

Fx C2Fx C2 Fx C2 

/ L 

C 2 

où X est une application birationnelle, et q et q' sont les deux projections. 

Remarque 2 : Si S est un ensemble fini de places de K , et n un entier fixé, 
le Théorème d'Hermite montre que l'ensemble des extensions K' de K , de degré <n , 
non ramifiées en-dehors de S , est f ini , donc i l existe une extension f i 
nie de K qui les contient toutes. Dans la démonstration qui sui t , nous u t i l i se 
rons souvent ce résultat , en laissant parfois au lecteur le soin de vérifier les 
hypothèses. 

Démonstration de la proposition 1 : Soit S un ensemble fini de places de K 
contenant les places divisibles par 2 , te l que C a i t bonne réduction en-dehors 
de S . Soit J = Pic°çyjç la jacobienne de C . Quitte à remplacer K par une 
extension finie, on peut supposer que C a un point rationnel P , et que J 
a un point rationnel d'ordre 2. I l existe donc un revêtement étale connexe de 
degré 2 v : A — • J . 
Soit <p : C > J le morphisme défiai par <p(Q)= Q - P , et le diagramme obtenu 
par produit fibre : 

C =Cx JA q g 

u V 

C 
$ 

• J 

Puisque u est un revêtement étale de degré 2 , C est une courbe propre, l isse 

géométriquement connexe, de genre g' avec : 
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2g' -2 = 2(2g-2) . 

La fibre (P) est formée de points à valeur dans une extension de K de 
degré < 2 , étale en-dehors de S , donc quitte à remplacer K par une extension 
finie, on peut supposer que u"^ (P) est formée de deux points rationnels P f et 
P" . 
Soient r =Cf XçC1 , et A la diagonale du produit C xC , qui sont deux 
diviseurs lisses de C xC . 

r = C! x Cf < >C'x C 
P2 

-f>C* 

Pi 

C1 

Sur C'xC le faisceau ^ t x çt (r -2A) est de degré 0 sur les fibres de p£ , 
donc i l existe un morphisme : 

V : C ->Piç°C7K= J f 

te l que & (r-2A) ~ (1 x f ) * ^ S p ^ L ' 

où (P' est le faisceau de Poincaré sur C'xJ' et L1 un faisceau inversible sur 
Cf . 

En restreignant cette égalité h p '^CP') = {P'JxC on obtient : 

où est l'image réciproque de (? f par le plongement : 

J ' ^ { P » } X J ' c >£• xj« . 
Soit Cj une composante connexe du produit fibre par Cf de la multiplication 

par 2 dans J f , et r 1 l'image réciproque de r dans C'xC^ , de sorte 
qu'on a un diagramme commutâtif : r 1 « > C xC1 

hxr 

->C x C 

>c 1 ^ J ' 

[ r x2 

C *J» où r est fini étale, de degré divisant 2 2 g , et est une courbe l isse de 
genre ĝ  avec 

2g1 - 2 = degr (2g' -2) < 2 2 g , ( 2 g ' -2) 

alors 
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(1 x r )* 0 ¿ , x C , (r - 2A) «*<^,xC (rp 0 C1xr)*<^,x C ! (-2A) 

«C1 x ^ ) * ^ » 2 8 (1 xr)*p^*L' 

et : ou bien deg r > 1 , alors deg r est pair, et deg r*L1 est pair 

ou bien deg r = 1 , alors V est de degré pair 

et L'^<3£,(P"-P') e r * ^ , ) " 1 est de degré pair. 

Dans tous les cas, r*L' est un faisceau inversible sur C| de degré pair. 

Notons = r*L' , et d̂  = deg . 

Quitte à faire une extension finie de K , on peut supposer que à un point 

rationnel . Soit T : K > £Í£°c / K = ^1 ^e Po;urt rationnel de 

correspondant au faisceau inversible de degré 0 :L-j ® Oç̂  (-d^Pp. Quitte à faire une 

extension finie de K , on peut supposer que l 1 image réciproque de ce point par 

la multiplication par 2 dans est encore un point rationnel ; donc on peut 

supposer que ^çi x ç est: un double, c 1 est-à-dire qu ' i l existe un faisceau 

inversible ^ sur C'xC^ te l que ®QIX£ ( r ^ ^ á 

Soit p : X > C xC^ le revêtement de C'xC^ de degré 2, ramifié le long 

de r 1 , te l que p * ^ ^ ^ • x C ® °^ 

et soit ir : X ^•C1 obtenu en composant p avec la deuxième projection. 
-1 

Puisque est étale sur , X est l isse sur .La fibre TT (Q )̂ 
d'un point Q̂  de est un revêtement double de C1 , ramifié le long de 

x^k(Q^) = u~^(a(Q-|)) , donc un revêtement de C ramifié exactement au point 
a(Q-|) . C'est une courbe l isse de genre y avec : 

2 y-2 = 2 (2g1 -2) + deg iyCj 

= 4(2g-2) +2 

y = 4g - 2 . 

Si les fibres géométriques de TT sont isomorphes à une même courbe CQ , i l 

existe une infinité de morphismes dominants et separables, distincts - puisque 

ramifiés en des points différents - de C0 dans C , ce qui est impossible puis

que g est >2 [12] . Donc la fibration TT n f es t pas isotr iviale. 

THEOREME 1,.- La conj&cXuAz de SkxlaKzvÂJik poun IQJ> couAb&> zntAaZnz la con/ectote 

de, MoideM. 

Démonstration : Soit K un corps de nombres, C une courbe propre, l i sse , 

géométriquement connexe sur K , de genre g>2 . D'après ce qui précède, i l 

existe une extension finie L de K , un revêtement étale a : C-j —¿> Cx̂ L , et 
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une f ibration l isse et non isotriviale TT : X —^ en courbes de genre 
Y=4g-2 . 
Soit l'anneau des entiers de L . 1 1 existe un ouvert B de Spec Cr tel que 
CxjçL , et X (resp.a et TT ) se prolongent en des schémas V, et OC l isses 
sur B (resp. en des morphismes a étale et TT l i s se ) . 

X X 

TT f 

c 1 - v 1 
a a 

Cx L 
. K 

Spec K - •B . 

Soit L1 une extension finie de L , 0* l'anneau des entiers de L' , B' 
l'image réciproque de B dans Spec 0 X , et S' le complémentaire de B' . Tout 
point Q.| de Cj(L') se prolonge en un B-morphisme : B' , et 

X x B' est l isse sur B' , donc ÏÏ"^ (Q )̂ a bonne réduction en-dehors de S' . 
V 1 

Si C|(L') est infini, puisque la fibration TT n 'est pas isotriviale, i l existe 
une infinité de classes d'isomorphismesde L'-courbes de genre y , ayant bonne 
réduction en-dehors de S' , ce qui contredit Shafarevich. 
On conclut grâce au lemme : 

LENME 1.- Soit a : Cj >C un mohphÂAme, de, L-couUib&>, étale, en dekoKÂ de. S . 
MOKA C(L') (L&t itnt pouA toute. e.xte.nAton £tnte, L' de L *t et 4euZeme,nt &t 
JUL en eMt de. même, de, C1 . 

Démonstration : Soient d le degré de a et Q un point de C(L') . Son image 
réciproque dans est formée de points à valeur dans une extension de L' de 
degré au plus égal à d , et étale en-dehors de S . Puisqu'il n'y a qu'un nombre 
fini de tel les extensions, et s i n'a qu'un nombre fini de points dans une 
extension finie L" de L , i l n'y a qu'un nombre fini de points dans au-des
sus de C(L') , donc C(L') est f ini . 

Remarque 3 : Soit le module des courbes lisses de genre y > le module 
des variétés abéliennes principalement polarisées de dimension y et 
F : My > Ay le morphisme canonique [10] .La fibration TT définit une appli
cation rationnelle <p : . . . — > à fibres finies. Si l'application rationnel
le composée : C 1 . . > M —^> A est constante, i l en est de même de 
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l 'application rationnelle obtenue en étendant les scalaires de К à С , ce qui 
contredit le théorème de Torelli sur С [1] .On peut donc, par un raisonnement 
analogue à celui du théorème, en ut i l isant seulement le théorème de Torelli 
"classique", déduire la conjecture de Mordell de la conjecture de Shafarevich 
pour les variétés abéliennes. 

COROLLAIRE.- (Conjecture de Mordell pour les corps de fonctions sur Q). 
Soit К un соирь de. type, {ini AUX Q , С une. couhbe. ьик К de. дспке, g ^ 2 . 
KJLohJb V'ensemble, deM points hattonneJU de. С eMt £tni. 

Démonstration : Si la fibration n 'est pas isotriviale sur Q , c 'est "Mordell 
pour les corps de fonctions", qui a été démontré par Manin puis Grauert en 
caractéristique 0 [9,4] , et par Samuel puis Szpiro en caractéristique positive 
[13,15] . 

Si la fibration est isotriviale sur Q , i l existe une extension finie L de Q , 
une courbe CQ sur L , une extension finie K' de К contenant L , et un 
К' -isomorphisme X : С x^ К' -^-*>CQx ^ L ' . 

On peut toujours supposer que L est algébriquement clos dans K' , qui est alors 
le corps de fonctions d'une L-variété V (géométriquement irréductible). 
Tout point de C 0x LK'(K') correspond bijectivement à une L-application rationnelle 
de V dans CQ , et puisque le genre de CQ est supérieur ou égal à 2, i l n'y 
a qu'un nombre fini de tel les applications rationnelles dominantes [3,7] . Donc 
s i C(K) est infini, on obtient une infinité de L-applications rationnelles non 
dominantes de V dans CQ , donc de points de C0(L) , ce qui contredit Mordell 
pour CQ . 

La manière dont nous avons fait la construction de Kodaira - d'abord sur la fibre 
générique, puis sur le complémentaire d'un ensemble fini de places - a suffi 
pour démontrer la conjecture de Mordell à part i r de celle de Shafarevich pour 
les courbes. Mais on peut être plus précis, et indiquer exactement où les courbes 
construites ont bonne réduction. C'est l 'objet de la proposition suivante : 

PROPOSITION 2.- Soit К un coh.pt> de. потЬкел, S un ensemble, i ini de. place* de, 
К , contenant 1ел place* divt&tbleA рал 2 , С une, couhbe. phjopfie eX Илье, géo
métriquement connexe, ьик К , de. genne 2 , ayant bonne. réduction en-dehohJb 
de S , et telle, que. C(K) boit non vide.. klohA i l existe, une, extension ^tnie 
L de. К , ne. dépendant que. de. g et de. S , un revêtement a : Ĉ  —*C x ^L 
étale. en-dekohJb de. S , et une. Camille, tu&e non tbothlviale de. couhbe* 
7г : X—5>C1 , de. genre y = 4g - 2 , telle, que pour toute extenbijon L' de L et 
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роил tout point Q de C-|(Lf), la Х̂Ьке, тг~ (Q-j) ait bonne, rédaction m-dekoK* 
de S' , Image. néclpnoque de. S dans Ve.nbe.mble. de* place* de. V . 

Démonstration : Nous allons reprendre la démonstration de la proposition 1 pour 
la prolonger en-dehors de S . 

Puisque les points d'ordre 2 de Р1С°£д sont à valeur dans une extension de К 
de degré au plus 2 2^ , étale en-dehors de S , l'extension de К qui permet de 
supposer que J a un point d'ordre 2 ne dépend que de S et de g . 
Soient ff l'anneau d'entiers de К , B = Spec(?'-S , et f :V—^B le modèle lis-
se de С . 
On vérifie qu'avec les notations de la proposition 1, С a bonne réduction 
en-dehors de S , et u : С ' —» С se prolonge en un morphisme étale de degré 2, 

u :V—*V (V étant le modèle lisse de C) .De plus, l'extension de К 
qui permet de supposer que u" 1 (P) = P1 + P" ne dépend que de S . 
On vérifie ensuite que s i r = VfXgVf , ф se prolonge en IjT : V —>PiÇy,^ 9 

que C1 et r se prolongent en et r : V\j -—*Vf (f é ta le) , et que s i 
est l'image réciproque de Y dans V'XgV-j * le faisceau y (f-j) est le 

В 1 
produit d'un carré par l'image réciproque d'un faisceau sur , de degré 
pair (sur la fibre générique de V )̂ 

LENME 2.- QtUtte. à âJUte. une. extension ^Inle. de К , ne. dépendant que, de. S et 
de. g , on peut шрробел que. e*t un сопле. 

Démonstration : Soit fj : —> B la projection canonique et soit d̂  le degré 
de M1 sur les fibres de f- , qui est pair. 

2e ' 
Rappelons que r : — C est de degré inférieur ou égal à 2 5 , et que 
C a un point rationnel P' . Quitte à faire une extension finie de K ne 
dépendant que de S et de g' (donc de g) on peut supposer que a un point 
rationnel P̂  , qui se prolonge en une section de f ̂  . Soit alors 
T : B * Piç° le morphisme correspondant au fibre inversible 

V-j /B 

Mj H <3y (-d^ E.j) . Soit B' une composante connexe du produit fibre de B par 

la multiplication par 2 dans Piç?r / T ) 

V-|/D fi •B' T' Fx C2Fx C2 

$ a $ 

$ 
$ 

в $ Pic° - V ^ B 
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о est un morphisme étale de degré < 2 2 g 1 (avec 2g-j -2 <2 2 g ' (2g-2)) . 
Par construction : 

M1 8 & v ( - d ^ ) « (1xT)* ^ ® ffL 

où (Pj est le fibre de Poincaré sur V1 x Pic° 
1 B —V-./B 

, et L un faisceau inversi

ble sur В . On en déduit : 

M2 = еПМр * 6*(0^ ( d ^ ) ) в ( 1 * т ' ) * ? { e f ' * a * L . 

Sur B1 , tout faisceau inversible est d fordre f in i , qui divise l 'ordre du groupe 
de classes de B1 . Soit (2n+1).2m l 'ordre de L' =a*L . On construit un re
vêtement B" de B' , étale, de degré 2 m , sur lequel i/^n+1 est t r i v i a l . 
(B- est défini par : ff^ = • L ' 2 " + 1 • L ' 2 ( 2 n + 1 ) 9 . . .« L ' ( 2 l M ) ( 2 n + 1 ) ) . 

Le degré de B" sur B' est borné par la plus grande puissance de 2 qui divise 
l'ordre du groupe de classes de B' , et sur B" l'image réciproque L" de L' 
vérifie : 

L " 2 n + 1 ^ „ donc L"c (L M ) " 2 n 

donc après changement de base de B à B" , l'image réciproque de est un carré. 

Fin de la démonstration de la Proposition 2 

Soit alors p :0C >V-\x}p' l e revêtement de degré 2 de V̂ x̂ V' , ramifié 
le long de , qui prolonge p . On vérifie que CD est l isse sur , et on 
en déduit que pour toute extension K' de K , pour tout point Q de C1(K') , 

-1 
la fibre TT (Q )̂ a bonne réduction en-dehor s de S' , image réciproque de S 
dans l'ensemble des places de L' . 

2.- CONSTRUCTION DE PARSHIN [11] 

PROPOSITION 5.- SoJjt К un солрб de nombn,e&, S un ensemble {InÀ, de placer de, 
К contenant 1ел placer dJLviJbÂhleb рал 2 , С une, coun.be ркорке et Илье, 
géomét/Uquement connexe,, de, gentie g ^ 2 , ayant bonne, tiéductÀJon en-dehoKJb de. S . 
Il exÀAte un entleA g' ne, dépendant que. de, g , et poux tout point наХлдппеЛ. 
P de С (К) un revêtement 9 p : Cp —*-C, njamt̂ le exactement en P , рол une counbe 
Cp de gen/ie g' бил. К , qui, a bonne KediictÀJQn en-dehohA de S . 

Démonstration : Soit P un point rationnel de C . I l permet de construire un 

morphisme cp : C » —C/K = J te l ^ue = Q " p • 

Par image réciproque de la multiplication par 2 dans J , on obtient un revêtement 

étale connexe de C de degré 
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$$ 
cp1 J 

u x2 

C • $ J 

est une courbe de genre g^ avec 

2gl - 2 = 22g(2g-2) 

etC| a un point rationnel P1 tel que u(P') = P et tp(P') = 0 , donc en termes 

de diviseurs : 
u*P = D + P! 

où D est un diviseur étale sur K , ne contenant pas P1 , de degré 

d = 22g- 1 > 15 . 

Soit Jf la jacobienne généralisée de C-j associée à D - qui est aussi la 

jacobienne de la courbe obtenue à partir de en contractant D en un seul 

point - et soit : - D—» J1 le morphisme qui envoie P' sur 0 , origine 

de J\ 

Rappels.- [2,14] . Dans le cas où d>1 , J* représente le foncteur des classes 

d'isomorphismesde faisceaux inversibles sur , rigidifiés sur D par un 

isomorphisme ^CC . On a une suite exacte : 

0- J1- •Pic° 
C./K 

= J >0 (1) 

où TT est le morphisme"df oubli de la rigidification", et G est un tore de 
dimension d - 1 . 
De plus, tout revêtement abélien de - D est induit par un revêtement de Jf . 

Par image réciproque de la multiplication par 2 dans Jf, on obtient un revêtement 
galoisien étale connexe 0'1 : Cf ^C^-D de degré 2^^~^ . Soit C2 une 
completion projective lisse de Cf , et 0 : >Cj le revêtement de 
qui prolonge 0'' : 

C1< C' $$ 

0 ,0' x2 

$$ •C-j-D Jl $$ 

LENME 3.- 0 QJ>t un K<L\)Q±zm<Lnt galo<a><Lm, da groupe. 2gl+d-1 , non na
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ml{iz en Ĉ -D et naml^le en tout point de D . Pe plu6, le. gexvie. g 1 de C2 

vésil£ie. : 

2 g . _ 2 = 22gi*d-1 C 2 g _2D + d . a 2 ^ ^ " 2 

où : 2g1 - 2 = 2 2 g (2g-2) 

et d = 22§-1 

Démonstration : Toutes ces assertions étant géométriques, on peut raisonner sur 
un corps algébriquement clos. Le diviseur D est alors formé de d points 
dist incts . Si 9 n ! est pas ramifié en un point de D , i l existe un diviseur D1 

contenu dans D , de degré d - 1 > 1 , tel que 6 induise un revêtement galoisien 
étale connexe 

6" : 6" 1(C 1 - D1) C1 -D' 

de degré 2 2 g 1 + d 1 . 
Si J" est la jacobienne généralisée de associée à D" , 6" est induit 
par un revêtement abélien de J" . Or tout revêtement abélien de J" annulé par 
2 est un quotient de la multiplication par 2 dans J" , donc est de degré majoré 
par 2 2 g 1 + c *~ 2 , d foù une contradiction. 

D'autre part , pour tout point Q de D , le sous-groupe d' inertie d'un point 
Q' de la fibre G ^ (Q) est un sous-groupe cyclique de (Z/2Z) 2 g 1 +c*~^ , donc 
i l est d'ordre 1 ou 2, égal à la multiplicité de Q' dans la fibre. La multipli
ci té étant la même en tous les points de la fibre, et 9 étant ramifié en Q , 
cette multiplicité est égale à 2. 
On en déduit alors la valeur annoncée pour g' en ut i l isant la formule de 
Hurwitz. 

Pour terminer la démonstration, i l nous faut démontrer le : 

LENME 4.- C2 a bonne. réduction e.n-deko>a de. S . 

Démonstration : Soit O l'anneau d'entiers de K , B = Spec(^-S , et V le 
modèle l isse de C . On vérifie facilement que a bonne réduction en-dehors 
de S , que son modèle l isse possède un diviseur D étale de degré d sur 
B , qui prolonge D . 
I l existe un B-schéma en groupes ^ ' qui prolonge J ' : en effet, s i ^ ' est 
le foncteur sur B des familles de faisceaux inversibles rigidifiés sur D , 
le morphisme TT de la suite exacte (1) se prolonge en un morphisme surjectif : 
TY : R J ' >Pic° V/j3 , dont le noyau est le foncteur des automorphismes de D , 
donc est représentable. Le foncteur <p est donc aussi représentable par 
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un schéma qui prolonge J 1 [2]. 
Le revêtement e ' se prolonge alors en un revêtement galoisien étale 
6 ' : Vf > V1 - D , de groupe ( Z / 2 Z ) 2 g 1 + d ~ 1 . 

Soit alors W la clôture intégrale de dans k(V!) , qui est un schéma normal 
dans lequel se plonge V1 , et 0 le morphisme canonique : W—^V1 

V» =9" 1(V 1-D) $$ 

m 6' 

V^D' V1 • 
En tout point où 6 est ramifié, l ' indice de ramification est égal à 2, donc 
premier à la caractéristique résiduelle. Ceci, ajouté au fait que est l isse 
et D l i sse , implique grâce au lemme d'Abhyankar [5,6] , que W est l i sse . 
D'autre part, l'ouvert de W sur lequel W est l isse sur B contient V et 
un voisinage de la fibre générique de W , donc son complémentaire est un fermé 
de codimension 2, ce qui implique puisque W est l i sse , que ce fermé est vide. 
D'où le résultat . 
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Exposé XI 

UN PEU D'EFFECTIVTTE 

Lucien SZPIRO 

1.- La constance de Mumford. 

2.- Compter le nombre de points (d'après Parshin). 

3.- Petits points et points de torsion. 

Dans cet exposé nous introduisons un nouvel objet : la constante de Mumford 

(§1-2). Comme l'a indiqué Parshin, on peut, grâce à une proposition de D. Mumford, 

réinterpréter la démonstration de G. Faltings pour donner une borne "explicite" 

de nombre de points rationnels d'une courbe de genre au moins deux, sur un corps 

de nombres (§2). Dans cette borne les termes "à distance finie" sont effectivement 

bornés. Par contre les termes "à l'infini" ne le sont pas. Un de ces deux derniers 

termes (la constante de Mumford) devrait pouvoir être effectivement borné de l'a

vis de l'auteur de ces lignes.Au §3 nous montrons deux manières de borner la self-

intersection du dualisant relatif d'une surface arithmétique. La première mène à 

ma conjecture des petits points. La seconde permet de montrer que la constante de 

Mumford est souvent négative et, qu'en conséquence, on peut construire beaucoup 

de courbes sur W dont la différence de deux points distincts sur Ç n'est 

jamais de torsion. 
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L. SZPIRO 

1.- LA CONSTANTE DE MUMFORD 

1.1.- Un calcul d1angle 

G. Faltings et P. Hriljac ont mis en évidence la relation qui existe entre 

l'intersection d'Arakelov (notée (•,•)) et la hauteur de Néron - Tate associée 

à la polarisation 0 sur la Jacobienne (dont la forme bilinéaire associée est 

notée <•,•>) (cf l'exposé II de ce séminaire) : soit C K une courbe projective, 

lisse, géométriquement connexe de genre g ̂  1, sur un corps de nombres K et 

soient et deux éléments de Pic(C) ® Q sur le modèle propre régulier C 

de sur Spec 0̂ , qui soient de degré zéro sur chacune des composantes des 

fibres de C — S p e c 0̂ . Soient x̂  le point de la Jacobienne tensorisée par 

Q correspondant à L̂ , alors on a : 

(L rL 2) = - [K : Q] <xrx2>. 

Soit E une section de f nous lui associons un élément de Pic(C) 0 Q du type 

précédent de la façon suivante : 

L E = u>ĉ o (-(2g-2)E) G O^WE)) 

où $(E) est le diviseur à coefficients rationnels, vertical, satisfaisant aux 

conditions suivantes : 

a) (L • Cr(D)) = 0 pour tout D vertical 
E ^ 

b) si v € Spec est un point fermé, 

si F v = m^D^ est la fibre de v et i Q l'entier tel que 

(D. -E) = 6 . log N(v), alors la composante de $(E) selon D- est nulle. 

Remarquons que $(E) est déterminé à l'addition de fibres entières près par la 

condition a). La condition b) est une manière de normaliser. Soient maintenant 

Ê  et E 2 deux sections distinctes de f et soient x̂  le point de la Jacobienne 

tensorisée par d) corespondant à L P . On a : 
î 

[K : <Q] (-<xi>
2) = a)2 + 2g(2g-2)E2 - ©(E^2 

[K : <Ç] (-<x1,x2>) = a)
2 + (2g-2)(E2 + E2) + (2g-2)2(E1-E2) - fe(E^) -$(E2)). 
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UN PEU D'EFFECTIVITE 

Où l'on a écrit u) = (<A>X/Q • \/Q et utilisé la formule d'adjonction 

2 

^/O *Ei^ = i* ̂  ôrme ̂ d̂ratique de Néron - Tate étant définie positive 

sur J(C) ®1R, notant |x̂ | la longueur de x̂  pour cette forme et 6 l'angle 

entre x et x on a : 

(*) |x11 |x2| cose 
l^l^lx^2 

2g 
1 

[K:Q] 
{cu2(l-1))-^g-2)2(El.E2) 

•CE1)
2+«(E2)

2 

2g 

(«(E.,)-*^))]. 

1.2.- La constante de Mumford 

Pour simplifier nous supposerons dorénavant que f : C > Spec O.̂  est 

semi-stable. Si et P2 sont des points rationnels de C sur K et EpE 2 les 

sections de f correspondantes posons : 

i 9 1 ? «CE^+GŒO 2 

M(C,K,P1,P7)=—^—(-/(1-^)- (Zg-ZrCE-.EO ' — + («(EJ-^CEO). 
' Z [K:(Ç] g ' 2g 1 l 

Comme nous avons supposé que C est semi-stable, si K'IDK 

M(C,Kf,P^,P2) = M(C,K,P1,P2). Nous noterons ce nombre M(C,P1,P2). 

PROPOSITION 1.1.- Avec £ea kypo£kè.*&i> dt notation* (U-doAAuA, *olt A la diagonale. 

de C x c, alotu la fonction M(C,-,0 : C(K) x C(K) - A(K) > m tet bonnii 
6 upétileuAejne,nt. 

Nous allons borner les trois termes de M(C,-,0 

a) C étant semi-stable w = o) r y n commute au changement de base donc 

1 2r1 -, 

[K:<j] g 

2 
est constant. Remarquons que comme u> ̂  0 ce terme est négatif ! ! 

2 
b)-(2g~2) 0E,'UsJ le logG(P1fP9) 

[K:Q] 1 2 [K:«!a]
 0 0 1 2 

où est la fonction de Green égale à | s (P2) | avec les notations de 

l'exposé I. 
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L. SZPIRO 

Go étant continue elle est bornée supérieurement sur * (et vaut zéro sur 
la diagonale). 
D'autre part si К' з К et p est une place à l'infini de K' dominant о 
place à l'infini de K, on a G = G . Le facteur — assure donc que ce 

p a _ [M] 
second terme est borné supérieurement sur K. 

c) La forme d'intersection étant négative sur les fibres, pour borner le troisième 

terme il suffit de borner sur К les nombres de la forme : 
- Ф(Е)2 

[K(E):Q] 

(i) Considérons d'abord le cas d'une fibre réduite qui n'a que des points doubles 
ordinaires et pas de ff de self-intersection -2. Le nombre de composantes est 
au plus 2g-2 (intersecter avec ш). 
Soit D un diviseur horizontal de degré d°D sur la base, on cherche Ф contenu 
dans la fibre tel que (d^ ш - (2g-2)D • F̂ ) = -(Ф* F̂ ) pout chaque composante 

Fi de la fibre. Les coefficients de la matrice (F̂ -Fj) et de (OJ • F̂ ) étant 

bornés en fonctions de g, il existe une constante a (g) telle que si 
Ф = г а д ^ € <Ç et ou =0 (i choisit à l'avance) alors 

о 
\*±\ й d°(D) a(g) 

(appliquer la règle de Cramer à un système de (r-1) équations r = # composantes 
de la fibre). 

(ii) Le cas général qui nous intéresse est celui de D = E une section, mais après 

un changement de base de degré n et résolution des singularités depuis la 

situation (i). On a donc un certain nombre (au plus (2g-1)) de chaînes de 

longueur (n-1) de P 1 de self-intersection -2. 

En projetant E sur la situation (i) on trouve un diviseur D de d°n. Soit тт 
la projection et Ф la solution trouvée en (i). On va chercher une solution Ф' 
au problème (((u)' - (2g-2)E) + Ф')* Fp = 0 pour chaque composante F| de la 
fibre. (Notons que u>' = тт*ш). On va montrer qu'on peut prendre 
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UN PEU DAFFECTIVITÉ 

1 * 
<B! = ^ ÏÏ $ + Iai-Di 

où les sont des JP̂  de self-intersections -2 arrangées en au plus (2g-1) 

chaînes de longueur (n-1). 

Sur une de ces chaînes la matrice d*intersection est de la forme : 

r . 1 0 ° \ 

f 1 -2 1 0 \ 
= A 

n-1 

\ 0 1 -2 1 / 

\ o 0 1 -2 / 

TT^CO)1 - (2g-2)E) = nui - (2g-2)E par la formule de projection 

(ai1 - (2-g-2)E + 1 ir*©-TT*Fi) = (nu)
1 - (2g-2)D + G-F^ = 0. 

D 1 autre part si • E) = 0, comme (D̂  • a)1) = 0 il nous suffit de résoudre 

((«' - (2g-2)E + 1 TT*<S> + Za.-Dj) • = 0 Vi 

f 0 si (D- • E) = 0 
i.e. (Zo-CD. • D. ) ) = s 1 

3 3 1 2g-2 (D. • E) = 1 

Déjà sur les chaînes de qui ne rencontrent pas E on peut prendre les a = 0. 

Comme detCA^^) = n ï 0 les eu existent et sont uniques. 

Le coefficient â ^ de 1!adjointe de vaut (-1)n i(n-j). (Ces calculs se 

font simplement en notant qu'une relation de la forme bj ̂  - 2b̂  + = 0 

indique que les bj sont en progression arithmétique). On voit ainsi que 

ï (2g-2)n. 
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L. SZPIRO 

D'autre part -Ф' = (Ф' • (w1 - (2g-2)E)). Donc la contribution de 51â -D̂  est 
2 

seulement -a. (2g-2), donc est bornée en valeur absolue par (2g-2) n. La con-
J1 1 * 2 tribution de - TT Ф est bornée en valeur absolue par n2a(g)(2g-2) en vertu 

de ce qu'on a vu en (i). Donc |ф'2| est un 0([K : (Q]). C.Q.F.D. 

Nous noterons M(C), le nombre réel dont la proposition 1.1 assure l'existence. 
C'est la constante, de. Ihum̂ ohd. Notons la conséquence suivante de la démonstration 
de la proposition 1.1. 

COROLLAIRE : Soit f : X > С un moKpkUma Ыьье. et pH.oje.ctii d'une. ьик̂ асг 

pioje.cti.ve. X .бил K, danb una counbe. Ыьде. et pioje.cti.ve. лик К. Supposons quo. 1ел 
Л̂Ьлел &olznt de. дгпле. g = 2 et telles, qu' iZ existe, un e.nt>emble. filnl do. placer 
S de К, tel que. роил tout К' з К et tout P€ C(K'), la {̂ Ibne. X p ait bonne. 

réduction en dekoHJb de. l'image neclptioque. de. S лик К'. Alois 

M(f) = sup _ (М(Хр)) 
РеС(К) 

eAt filnl. 

PROPOSITION 7.2.- (D. Mumford) Avec 1ел hypothèses et notation* cl-debbu* soient 
E une Auction de. f : С > Spec 0^. Supposons que. le. point x de. la 3ac.obi.znne. 
J со плел pondant comme, en 1.1, satisfasse à 

M(C) й |x|2 

aloKS le. потЬле de. sections F de f, distinctes de. В et dont le. point y de. J 
со плел pondant satisfasse à |x| й |y| ̂  2|x|, est Infeiieun à 5 P ou p est le. 
Hong du длоире de. WondeUL - WeiZ J(C) (K). 
Le calcul d'angle (*) fournit 

cos e й 0,85 

donc 0 ̂  -g-. 
Il reste à vérifier que dans un espace vectoriel réel de dimension p, l'ensemble 
des points de distance à l'origine û 2|x| et dont les angles sont au moins ^ 

est de cardinal au plus 5P. 
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UN PEU D'EFFECTI VITE 

Par homothétie on se ramène dans la boule unité. 

La distance de deux tels points est alors au plus 2 sin = ï' ^ a ^ o n c > s ^ ^ 

est le nombre de points cherchés et v le volume de la boule unité dans 1RP, 

N v({)p < (|)p v. 

Dfoù le résultat. 

2.- COMPTER LE NOMBRE DE POINTS 

Parshin a indiqué comment borner le nombre de points rationnels d'une courbe 

de genre au moins deux en réinterprétant la démonstration de Faltings (améliorée 

par Raynaud) et en "injectant" la proposition ci-dessus de D. Mumford. Nous obte

nons ainsi la réponse la plus précise, à l'heure actuelle (et à la connaissance 

de l'auteur de ces lignes) à la question de Mordell. Pour expliquer ce décompte 

il nous faut introduire certains nombres réels que nous appellerons "constantes" 

bien que nous indiquions entre parenthèse de quoi ils dépendent. Par exemple une 

notation comme N(K,g) signifie un nombre réel qui dépend du corps K et de 

l'entier g ! 

a) La constante de Faltings : c'est celle mise en évidence dans l'exposé IX de ce 

séminaire (P. Deligne) : F(K,S,g) est le nombre de classes d'isogénies de K 

variétés abéliennes de dimension g ayant bonne réduction en dehors de S. Une 

borne effective de F(K,S,g) est calculée dans l'exposé 9. 

b) La constante de Raynaud : R(K,S,g) est la variation maximale de la hauteur 

modulaire dans une classe d'isogéniesde K-variétés abéliennes de dimension g, 

ayant bonne réduction en dehors de S . Une borne effective de R est calculée 

dans l'exposé VII de ce séminaire (M. Raynaud). 
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L. SZPIRO 

c) La constante de Mumford : M(K,C) décrite au §1 de cet exposé. 

d) La constante d'Arakelov : A(C), elle mesure essentiellement la différence 

entre la hauteur de Néron - Tate dfun point et la hauteur modulaire de la 

Jacobienne du revêtement ramifiée de Kodaira - Parshin correspondant à ce point, 

(cf exposé X de M. Deschamps). Explicitons : soit С une courbe projective 
géométriquement connexe de genre g > 2 sur K. Soit С le revêtement étale de С 
sur lequel la fibration que Kodaira f : X > С est définie. On veut comparer 
la "hauteur d'Arakelov" -E2/IK(P):Q] d'un point P de C'(K) et la hauteur 

modulaire h(Jp) de la Jacobienne Jp de la fibre X p de X en P . 

Cette dernière, comme la fibration de Kodaira est lisse, est une "bonne hauteur" 

sans singularités (logarithmiques), définie à partir de métriques sur : 

max 
( Л f, U ) X / C ! ) Q . 

Par le théorème de Riemann - Roch - Grothendieck pour f, il est facile, en 
suivant la construction de Kodaira, de montrer qu'il existe un nombre rationnel 

positif s(g,S) - S étant le lieu de mauvaise réduction de С - tel que 
max . . 
( Л f* ^ x y C , ) K

 g ' - ĉ'/K moc*ul0 torsion-

Il existe donc une constante Â  (C) telle que 

|h(Jp) + Ê /[K:(Ç]s(g,S)| <A 1(C) sur C'(K). 

Par le §1 de cet exposé |-E2/[K:<Ç] - |xp|
2| < A2(C) sur C'(K). On trouve 

donc la constante que j'appelle d'Arakelov telle que 

|s(g,S)h(Jp) - |Xp|
2| <A(C) sur C'(K) 

où |xp| est la hauteur de Néron - Tate définie au § 1. 

c) g' QJ>t 1г QtWlt da С. 

f) P(C,K) 2Mt la lang du QKowpd dz Moidell - ШглЛ da С -бил К. 
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UN PEU D'EFFECTIVITE 

THEOREME : SOÂX С une, соикЬе, pKojzcXJjje,, £¿¿4 e, aiomi&blquemeyvt donnexz de. 
дгпкг g бия un солрб de. потЬкел К. SOÂX S Vznbemble. deô placer de, mauvaise, 
K2.du.cXÂ.on de, С auquel on a éve,ntuelleme,nt ha jouté IQJ> placer divisant 2. 
SOÂJL K' V zxtanblon de. К qui coi^e. toutes 1ел ex£e,m>lom> de. К de, de,gie 
au plub 2 2 g étaler en dekoKJb de, S. klonjb, avec 1ел notaXÂjonù ш£лд<ЫЛел 
al-deAbuA, le, caAcLLnal de. C(K) ebt majoré, рал 

^{PeC4Kt),|xpf2<M(K',Cf)} + F(K',S,g
ï)5p(K,'C,:)(1 + [log2(s(g'S)R(K' ,S,g') + 2A(C)]). 

Le résultat est clair à partir des définitions ci-dessus et des exposés I à X de 

ce séminaire, quand on a remarqué que, pour les points de Cf de hauteur de 

Néron - Tate plus grande que M(K',C) et qui ont des fibres dont les Jacobiennes 

sont isogènes, on peut appliquer la proposition 1.2 un nombre de fois égal à 

1 + [log2(s(g',S) R(K',S,g') + 2A(C))]. 

Remarque : A part les constantes M et A, on a montré dans ce séminaire que les 

nombres entrant dans le théorème ci-dessus sont effectivement bornables. Le lec

teur curieux pourra s'amuser (?) à calculer la nature de la variation du nombre 

de points de C(K) avec K. La raison qui empêche d'être plus précis sur M et A 

est dans les "termes à l'infini" qui ne sont bornés que pour des raisons de con

tinuité et compacité. J'apporte au §3 ci-dessous quelques précisions sur la 

"constante" M. Notons tout de suite que dans un cadre géométrique (i.e. К corps 
2 1 2 

de fonctions) la partie ы С— -D - (2g-2) (Ê  *E2) de M est négative !! La 
troisième partie de M est bornée en termes de S et g comme on l'a vu plus 
haut. 

3.- PETITS POINTS ET POINTS DE TORSION 

3.1.- La conjecture des petits points : 

J'ai montré dans le cadre géométrique l'énoncé suivant ([S]) que j'aimerais 

soumettre à la réflexion de mes collègues. 
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CONJECTURE : So<ut C une cou/ibe., piojactiva, geometnA.queme.nt aonmxe. de. 
g ente g ̂  2 définie, aua un coup* de. nombie. K, O£O/L4 t£ existe, une, fonction 
effectivement calculable f(K,g,S) ne do.pmda.nt que. de. K, g et S [léunion de* 
placer à V Infini et du He.u de mauvaise. tL2.ducjU.on de. C -ÔUA K),te££e qu't£ 
existe, an posent P e C(K), dont £a -ôectxon Ep de C > Spec Qj^p) satisfait à 

-Ep ̂  [K(P):Q] f(K,g,S). 

Dans le cas géométrique f(K,g,S) vaut 2genre(C) - 2 + § S + 1 dans [S], 

Elle dépend bien simplement du corps et pas du genre ! 

Outre l'analogie avec les corps de fonctions, qui s'est révélée pour le moins 

fructueuse, l'intérêt de cette conjecture est qu'elle implique un "Mordell 

effectif" de la façon suivante : 

PROPOSITION/ 3.7.- SOÂ£ C une couKbe. buh, un con.pt> de nombre. K comme pnecedem-
ment. klohù I I exÂAte. un nombre. KéeJL T(C) toi que. &l P£C(K) et E p &ôt la 
&e.ctlon coHAeÂpondante. de. f : C > Spec Q K( P) 

-E2 

[K(P):Q] 
T(C) + 4 

3-22g 
inf {Q € XpOO I - E 2 2g'(2g»-2), 

[K(Q):Q] 
où Xp eót le. Kevetemejnt de, C de genne. g' du à KodaJjia-VaAòhJjn et qui n'e^t 

naml̂ ÀA qu'en P . 

Nous avons essentiellement montré cette proposition dans [S] dans le cadre géomé
trique, l'argument s'applique à la perfection au cas arithmétique, il faut juste 
rajouter le terme T(C) qui provient de changement de métriques. 
Explicitons brièvement : 

Par le théorème de l'index (Faltings - Hriljac cf exposé II)on montre mon lemme 

favori 

2 2 
(&y £ -E 2g'(2g'-2) (cf.exposé II, proposition 6.17). 
X p 

pour toute section de Xp, le terme en "inf" dans la proposition 3.1 est donc 

une borne pour /[K(P)-(Ç]' 

Maintenant en suivant pas à pas la construction de Kodaira - Parshin on voit 

qu'on a : 
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UN PEU D 'EFFECT!VITE 

" \ = n*wc 4 V " o ù n : xp — * C 

aux métriques à l'infini près. Donc on a 

2 

^— + T(C) £ 22g(a>2 - | E2) (w

2 > 0 : Faltings) 
[K(P):Q] L 4 F 

où on peut prendre T(C) le même pour tout P (comparaison des métriques 

permises sur C et Xp pour tout P dans un espace compact !) Ceci montre la 

proposition. 

On voit que la conjecture des petits points est une manière d'espérer avoir une 
2 

borne pour ok. . Nous analysons plus bas comment des estimations de la constante 
*P 

2 

de Mumford permettent aussi de borner . 

3.2.- Points de torsion et constante de Mumford 

i 2 

Ce paragraphe est basé sur le fait que le coefficient (- - 1) de o> dans 

la constante de Mumford est négatif ! 
LEIME : Soit С une. соилЬг Иьье. pKojzctûve., geome.tsiiquejne.nt connexe, бил un 
солрб de, потЬлел К. klohA роил tout icuLbce.au inveAAible. ample. meVvibé L v бил C„ 

роил tout modèle. enti.eA (L,C) de. (LK,CK) vt tout потЬле. лее! A i l 

existe, P Ç C(K) tel que. : 

hL(P) > A. 

J'avais une démonstration, dont le moins qu'on puisse dire est qu'elle était 

contournée, pour ce fait. L. Moret - Bailly m'a communiqué celle qui suit : 

On peut trouver un modèle entier de С sur Spec 0^ que nous noterons encore C, 
et un morphisme génériquement fini 

TT : С > F 1
0 

-к 
tel que TT (J -| H ) k = Lj 
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L. SZPIRO 

Donc (cf exposé I) il existe un réel В tel que |hT(P)-h ~ (тт(Р))| < В pour 
lu naïve 

tout P € C(K). Le lemme étant évident pour W \ cette inégalité le prouve. 

PROPOSITION 3.2.- Soit С une, coutibe, de, дспле. g ̂  2 définie, бил un соп.рб de, 
nombre* comme. plu* haut, X > C1 la {Ibnjatijon de. Kodavux аббосИе.. Mon* 

роил, tout nombre. nÂeZ po6itl{i ou négatif a, i l existe, une, Infinité de. P€ С1 (K) 
tel que. la constante, de. Mumion.d M(Xp) 6oit plu* petite, que, a. 

En effet, sinon, les constantes de Mumford M(Xp) seraient bornées inférieurement 
pour tout P e C ® 

.2 Л Ф + Ф 
MCXJ = sup (- (ü)2¿ - 1) - (2g-2)2(E1.E7)--L L + ( ф ) ь 

P Р 1 эР 2 [K:(Q] g ' ¿ 2g 1 Z 

Comme nous l'avons vu précédemment : 

1 

[K:Q] 
0(2g-2)2 ( E ^ ) -

2 2 
\ + Ф2 
2g 

2g-2)2 (E^) 

est borné pour tout triplet (P,P1,P2) P€C'(K), P̂  ,P2 € Xp(K) P1 * P2. 

Si pour tout P€Cf (K) on a M(Xp) £a , alors il existe une constante A telle que 
1 2 — 

[K(P):Q] = A P° u r t o u t P € C (K) . 

Ceci contredit le lemme précédent en vertu de la démonstration de la proposition 

3.1. 

La conséquence suivante nous a semble mériter attention : 

COROLLAIRE : Soit С une, соилЬе. de, gerne, au moin* deux бик Щ. Mon* une. Infinité, 
de, £lbn,e* de, la filbnatlon de, Kodalna a*6oclie, à С n'ont pa*, бил Щ, de, couple* 
de. point* dl*tlnct* dont la dl^iKence. e*t de, ton*lon. 

D'après la formule d'angle (*) du §1 de cet exposé si P-|-P2

 e s t ̂ e torsion 

M(C,PpP2) est positif ou nul. En effet Xj = x^ Ceci donne le corollaire en 

prenant a = 0 dans la proposition 3.2. 
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UN PEU D'EFFECTIVITÉ 

Notons que l'existence même de courbes sur Q dont la différence de deux points 

distincts n'est jamais de torsion n'est pas évidente à priori. Par exemple pour 

montrer qu'on a de telles courbes sur le corps des complexes, on utilise qu'une 

intersection dénombrable d'ouvert denses du module des courbes est non vide. Un 

tel argument est évidemment sans espoir sur H}. 
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